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PRAWDOPODOBIENSTWO

Jesli wiemy, ze istnieje 30 czerwonych skarpet,
20 niebieskich i 50 czarnych,

mozemy uzy¢ prawdopodobienstwa, aby Jesli
odpowiedzieé na pytania dotyczace natomiast
sktadu losowej probki nie mamy wiedzy
tych skarpet. o rodzajach skarpetek

w szufladzie, to wkraczamy

w sfere statystyki.

Statystyki pomagaja nam

wnioskowa¢ o wtasciwosciach populacji
na podstawie losowej préby.

STATYSTYKA
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llll!lll prawdopodobienstwo (‘J;f

| PRAWDOPODOBIENSTWO Pytania
ytania tego typu to: o charakterze
statystycznym to:

.Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyciagniemy
z szuflady dwie niebieskie i dwie czerwone?” v Losowe pobranie 10 skarpetek
z szuflady, dato: 1 niebieska,
.Jakie jest prawdopodobienstwo, ze 4 czerwone i 5 czarnych.
wyciagniemy 3 skarpetki Jaki jest catkowity udziat czarnych,
i bedziemy mie¢ pasujaca pare?” niebieskich i czerwonych skarpet
w szufladzie?

.Jakie jest

prawdopodobienstwo, v' Prébujemy losowo 10 skarpetek z szuflady,
ze wylosujemy piec zapisujemy liczbe czarnych, a nastepnie
skarpetek wktadamy je z powrotem do szuflady.
Ze zwracaniem Ten proces jest wykonywany pieé razy. Srednia liczba
i wszystkie skarpetek czarnych w kazdej z tych préb wynosi 7.
sq czarne?” Jaka jest liczba czarnych skarpetek w szufladzie?

STATYSTYKA
Statystyka i ~~
!I!I,H, prawdopodobienstwo ("J“,

Prawdopodobienstwo i statystyka maja ze soba wiele wspédinego.

Statystyki sq zbudowane na podstawie prawdopodobienstwa.

Chociaz zazwyczaj nie mamy petnych informacji o populacji,
mozemy uzyé twierdzen i wynikéw dotyczqcych prawdopodobienstwa,
aby uzyskac¢ wyniki statystyczne. Te wyniki informuja nas o populacji.
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ZDARZENIA LOSOWE

Ilj Zdarzenia losowe
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Doswiadczenie (zdarzenie) nazywamy losowym, jezeli pomimo precyzyjnych
warunkow, w ktérych jest ono realizowane - nie jesteSmy w stanie przewidziec jego
wynikow.

W kazdym do$wiadczeniu losowym mozna wyrézni¢ najprostsze, nierozktadalne
zdarzenia (wyniki doSwiadczenia), ktére nazywamy zdarzeniami elementarnymi.

Zbior wszystkich zdarzen elementarnych zwigzanych z dowolnym do$wiadczeniem
nazywamy przestrzenia zdarzen elementarnych, Q. Kazdy podzbioér przestrzeni
zdarzen elementarnych nazywamy zdarzeniem losowym, w.
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m Doswiadczenie - zdarzenia - definiowanie
lll przestrzeni zdarzer'lz tworzenie modelu

AGH -
’ - . . *“
Doswiadczenie: egzamin :

Opis dowolnego zdarzenia losowego, jakie moze mie¢ miejsce
w danym doswiadczeniu:

III Doswiadczenie - zdarzenia - definiowanie
lll IIJ przestrzeni zdarzer’lT tworzenie modelu
AGH

A
Doswiadczenie: egzamin ﬂ%
" A3

Zdarzenie: ocena z egzamin 5- A -
©
Opis zbioru zdarzen elementarnych:
0 ={23,354,45,5}; #0=6

Opis dowolnego zdarzenia losowego, jakie moze mieé miejsce
w danym doswiadczeniu:

v A: egzamin oblany: A = {2}

v' B: egzamin zdany = uzyskanie oceny co najmniej 3: B = {3,3.5,4,4.5,5}

v C: wynik egzaminu satysfakcjonujacy = uzyskanie oceny co najmniej 4
C = {4,4.5,5)



www.agh.edu.pl

www.agh.edu.pl

i

AGH

AGH

albo
3’

Zdarzenia, przestrzen zdarzen
- formalizacja opisu

» Niech m, oznacza jeden z mozliwych wynikéw prowadzonego
doswiadczenia (eksperymentu)

» o; € Q, o, jest elementem zbioru

> Q={0, o, ®,}, #Q =n

» Zbior zdarzen elementarnych, zawiera wszystkie mozliwe wyniki
danego doswiadczenia (eksperymentu)

» 2moze by¢ zbiorem skonczonym albo zbiorem nieskonczonym,
to zalezy od doswiadczenia i liczby mozliwych wynikéw

Prawdopodobienstwo - Aksjomatyczna definicja
prawdopodobienstwa

Zaktadamy, ze: A jest zdarzeniem losowym: tzn. A € Q

Prawdopodobienstwo P jest funkcjg :

P:A—> P (A)

spelniajgca nastepujace aksjomaty:
1.P(A) € [0,1]

2.P(Q)=1 P(2)=0
3.P(AUB)=P(A)+P(B) jesli AnB= &

P(AUB)= P(A) +P(B) -P(A~B)
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llllm Definicje prawdopodobienstwa (rachunkowe)

AGH #or;’-“
Q jest zbiorem wszystkich zdarzen elementarnych, L;ﬁm
“\\l

(roztacznych i jednakowo mozliwych) ok A‘S/ 299 -
o '
A c Q, A jest zdarzeniem losowym braudopodobiefstio "3 P(A) = n/(ﬂ—)(/ e
zajécia zdarzenia

Klasyczna definicja - wzoér Laplace’a

P(4)= E _liczba zdarzen elementarnych sprzyjajacych zdarzeniu A
’ O liczba wszystkich mozliwych zdarzen elementarnych
Geometryczna
P(A)= ,u._—l _ miara geometryczna zbioru A
Q) miara geometryczna zbioru €
Statystyczna
. n, liczba zaobserwowanych zdarzenA
P(A4)=[im—==

wve n  liczha przeprowad:onych obserwacji

Probabilistyczne modele danych
Illm Zmienne losowe

AGH

Zmienna losowa jest to funkcja rzeczywista X,

okres$lona na zbiorze zdarzen elementarnych Q
X: QW

Zmienne losowe zwykle oznacza si¢ duzymi

literami z konca alfabetu : X, Y, Z.

Wartosci zmiennych losowych zwykle oznacza sie

matymi literami z konca alfabetu: x,y,z.
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Zmienne losowe
AGH

Definiowanie zmiennej losowej to przypisanie

wartosci (liczbowych) zdarzeniom elementarnym.

X Y
@\% N
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KAZDY d-j(muvt DOLADNMIE  JEDEA/

dement xhbioms Y

https://www.statystyczny.pl/zmienna-losowa/

Probabilistyczne modele danych
mmm Zmienne losowe dyskretne i ciggte

AGH
ZMIENNA LOSOWA
DYSKRETNA
Rozktad prawdopodobienstwa Funkcja gestosci

Dystrybuanta

Charakterystyki liczbowe zmiennych losowych

v Warto$é oczekiwana EX
v Wariancja DX
v Odchylenie standardowe DX

www.agh.edu.pl
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Probabilistyczne modele danych
lllll'l Zmienne losowe

AGH

wyrdéb, wtedy

gdzie

Q = {0g, 04}

g~ 0znacza wylosowanie wyrobu dobrego

,,- 0znacza wylosowanie wyrobu wadliwego

Okreslam zmienng losowa X w nastepujgcy sposob:
X(o,) =0

X((Dd) =1

mllll Probabilistyczne modele danych

Rozkiad prawdopodobienstwa zmiennej losowej dyskretnej

AGH

Z partii wyrobéw zawierajacej wyroby dobre i wyroby wadliwe losuje jeden

Jezeli w przedstawionym przyktadzie, dotyczacym kontroli jakos$ci wyrobéw, 90%
wyrobéw byto dobrych, natomiast 10% stanowity wybraki, to mozemy méwic o
prawdopodobienstwie zdarzen:

www.agh.edu.pl

o 7%,
P({o: X(0) =0}) = 0,1 e, %,
Plo: X(w)=1}) = 0,9 '°o°,°//%
%%,
QS')( o\’éf
Tablicowy zapis rozktadu prawdopodobienistwa zmiennej losowej X "’0 %

X 0 [ 1
p' 0,1 0:9

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej X jest zbiorem par {x, p}, gdzie x
jest warto$cig zmiennej X, p- prawdopodobienstwem wystgpienia wartosci x.
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Dystrybuanta zmiennej losowej dyskretnej

llll“ Probabilistyczne modele danych

AGH

Dystrybuanta, Fy (x,), zmiennej losowej X jest prawdopodobienstwo zdarzenia,

polegajacego na tym, Ze zmienna ta przyjmie wartosci mniejsze od x,.
Fx(xp) = P(X < x¢)

Dystrybuante zmiennej losowej X oznaczamy zwykle jako Fy

Fx(xq) = Px((—%,x5)) = P(X <xp)

Dystrybuanta jest funkcja:

» okreslong na zbierze liczb rzeczywistych;
» o wartosciach z przedziatu [0-1];
» niemalejaca

» prawostronnie ciagly

m Probabilistyczne modele danych
Ill Wyznaczanie rozktadu zmiennej losowej dyskretnej
AGH

Z partii wyrobdw losujemy 3 sztuki

Na rysunku przedstawiono:
v" Przestrzen mozliwych zdarzen
v" Sposéb okreslenia zmiennej losowe

2 MENN A =L\CZ B $ZTUk WADLWYCH

WWIW 3 dww
/

2, ddw

wwd— 1 dwdl

wdd— O— ddd

1
PRZESTRZEA ZDARZEN
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n Probabilistyczne modele danych
lll m Wyznaczanie rozkladu zmiennej losowej dyskretnej
AGH

ZMENNA =L\CZ B4 $2ZTUE WADLIWYCH

WWW—— 3 _dww
Wwolw——3 2% ddw
wwd—_ , 13— dwd
wdd— O— ddd
PRrEsTRZEA ZDARZEN
P = P(X = 0) =
po=PX=1)=
Rozk}at-j ) p3 = P(X - 2) -
prawdopodobienstwa
zmiennej losowej oy =PX=3)=

Probabilistyczne modele danych
lllllm Wyznaczanie rozktadu zmiennej losowej dyskretnej

AGH
1 P!
P1=P(X=0)=§
3
p2=P(X=1)=§ 0375
3
ps=P(X=2)=3
1 0125
P4=P(X=3)=§
0 1 2 3 :

X

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowe;j
X 0 1 2 3

D 1/8 3/8 3/8 1/8

0| 0| WO | WD =
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Probabilistyczne modele danych
Dystrybuanta rozkladu zmiennej losowej dyskretnej

Rozktad prawdopodobienstwa zmiennej losowej

Xi

0

1

Pi

1/8

3/8 3/8 1/8

Jakie bed
mnic:‘ nz

zie pra
2 wadliwy

aw dO

Fx(xg) = Px((—%,x9)) = P(X < Xxyp)

F2)=PX<2)=PX=0+PX=1)=

“+

Q| =
| w
Il
N | =

Probabilistyczne modele danych
Wyznaczanie dystrybuanty zmiennej losowej dyskretnej

Rozklad prawdopodobieristwa zmiennej losowej

x |0 . 2 s Dystrybuanta
Pi 1/8 3/8 3/8 1/8 Fx(x9) = Px((—=%,%9)) = P(X < Xq)
F(x) |o 1/8 1/2 7/8

www.agh.edu.pl

Fx(0) = Py((==,0))= P(X<0)=0

Fx(1) = Py((-»,1))= PX<1)=P(X=0)=1/8

Fx(2) = Py((-».2))= PX<2)=P(X =0)+P(X=1)=3+:=3
Fx(3) = Py((-=,3))= PX<3)=PX=0)+P(X=1)+P(X =2)=7/8
Fx(4) = Py((~»,4))= P(X<4)=1
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mmm Probabilistyczne modele danych

Parametry rozkladu zmiennej losowej dyskretnej

AGH

Znamy rozktad prawdopodobienstwa wylosowania sztuki

wadliwej, ale nie wiemy, jakiego wyniku tak naprawde mozemy sie
spodziewac.

Odpowiedz na to pytanie da nam warto$¢ oczekiwana, ktora jest
jednym z parametréw rozkiadu prawdopodobienstwa, ktory
mowi o tym, jakiej przecietnej wartosci zmiennej losowej nalezy
sie spodziewac w dtugiej serii jej realizacji.

Illmm Probabilistyczne modele danych

Parametry rozkladu zmiennej losowej dyskretnej

AGH

Wartos$¢ oczekiwana E(X) zmiennej losowej X przypomina nieco

Srednig arytmetyczna, tyle ze jest wyznaczana na podstawie
rozktadu prawdopodobienstwa.

n

E(X) = inpi

i=0

Wartos¢ oczekiwang liczymy mnozgc warto$c¢ kazdej realizacji
przez jej prawdopodobienstwo, a nastepnie sumujemy otrzymane
iloczyny.
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Parametry rozktadu zmiennej losowej dyskretnej
AGH

Pomnéz kazdq warto$¢ x przez je
prawdopodobioﬁshuo.

o 7 E(X) = 72\1XP(X = x)

OBRads a wq
zeluwa,,q X rtog¢ wykonasz .

X 0 1 2 3 >
D 1/8 3/8 3/8 1/8 1
xop |0 = [3/8 6/8 3/8 12/8=1,5
E(X)=15

mmm Probabilistyczne modele danych

Parametry rozkladu zmiennej losowej dyskretnej
AGH

Warto$¢ oczekiwana E (X) pozwala oszacowac typows, przecietng
realizacje zmiennej losowej, ale nie méwi nic o tym, jak bardzo jej
wartosci mogg sie zmieniac.

WARIANCJA/ODCHYLENIE STANDARDOWE
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Parametry rozkladu zmiennej losowej dyskretnej
AGH

iem
maczen!
gst innym o
Oto warjan, ne

Zmienne) X é"m‘ﬁ’a;wj) Var(X) =
zez

Musimy z’“"‘t‘ enia (x-u)‘
oczekiwand wyraz
Tylko jak?

Var(X) = D?*(X) = E[X —E(X)]? =E(X?) —E*(X) = Z (xi —E(X)?
i=1

D(X) = VE(X?) — E2(X),

www.agh.edu.pl
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Parametry rozkiadu zmiennej losowej dyskretnej
AGH

D2(X) = E(X?) — EX(X)

X; 0 1 2 3

D 1/8 3/8 3/8 1/8 1
xp |0 3/8 6/8 3/8 12/8=15| E(X) = 1,5
xtp; |0 3/8 12/8 9/8 3 E(X*) =3

D%(X) =3 —(1,5)% = 3 —2,25 = 0,75

www.agh.edu.pl

D(X) = /0,75 = 0,87 b
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Probablllstyczne modele danych
ll“llm Rozktad - nnej losowej ciaglej
AGH

Zmienng losowa, ktora teoretycznie moze przyjqc kazda wartosci
z okreslonego przedziatu nazywamy zimicnng losows

Zmiennymi losowymi ciggtymi sg na przyktad:

v" dtugos¢ todygi Inu, X € [0, 120] (cm),

v ciezar jaja przepiorki, X € [0, 30] (g),

v’ temperatura ciata cztowieka zdrowego, X € [35, 37] (stopni C).

www.agh.edu.pl

Probabilistyczne modele danych
“III“‘I Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej

AGH

Typ danych, jakie posiadamy, ma wptyw na sposéb obliczania
prawdopodobienstwa.

Prawdopodobienstwo, ze warto$¢ zmiennej losowej znajduje sie w
pewnym przedziale, okresla funkcja gestosci prawdopodobienstwa




Probabilistyczne modele danych

lll m Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej
ciagtej

Definicja

Funkcjg gestosci prawdopodobienstwa

zmiennej losowej typu ciaglego nazywamy

funkcje f(x), okreslong na zbiorze liczb rzeczywistych,
takg ze: f(x)=0 (przyjmuje wartosci nieujemne) oraz
dla dowolnych a < b zachodzi

3

ftx)

-1 [ S
g jf(x)dx = P(a< X <b) N
] a al b a4
s
g :
I_/'(.\')d\‘ =Pla< X <b)
Probabilistyczne modele danych
lllllm Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej
ciggtej
AGH

Julia nie znosi czekania na osoby, z ktérymi sie

spotyka, dlatego przyjeta zasade, ze jesli osoba

nie pojawi sie w ciagu 20 min, wraca do domu.

N
A -
artery randowi Jule nie sq
w Sty gt Al Mage prayt
T L
Przyktadowy wykres 2

a o i I & W tym momencie Julle odchods
3 czystosci przedstawiajgcy 8 L/ R
g czas, przez jaki Julia musi O % Ceas (w minutach)
3 czekac na rozpoczecie -
- kazdej randki:

Zrédio: Head First Statistics A Brain-Friendly
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Zrédio: Head First Statistics A Brain-Friendly

AGH

£(x)

f(x)

Probabilistyczne modele danych
Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej

Czy czas oczekiwania zmianie sie w sposéb skokowy, czy ciagty?
Jak mozna wyznaczy¢ jego rozktad prawdopodobienstwa?

Nie mozemy tutaj poda¢ prawdopodobienstwa realizacji kazdej
pojedynczej wartosci zmiennej losowej, poniewaz mamy do
czynienia ze zmienng losowg ciagta.

Nawet nie potrafimy wymieni¢ wszystkich mozliwych realizacji.
Julia moze czekac np. 5min, 5min i 10s, 5mini 10,5s.

Dlatego... skupimy sie na obliczeniu prawdopodobienstwa

przyjecia przez zmienng losowg, nie konkretnej/pojedynczej
wartosci, a wartosci z okre$lonego przedziaty jej zmiennoSci.

Probabilistyczne modele danych
Illmm FunkKkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej

Prawdopodobienstwo, ze warto$¢ zmiennej losowej znajduje sie w
pewnym przedziale, okresla funkcja gestosci prawdopodobienstwa.

Od tej funkcji zalezy ksztatt rozktadu.

era,
20 minut, @ nastepnie spada do z

idzie do domu

0 20
Zrédio: Head First Statistics A Brain-Friendly

\J



www.agh.edu.pl

Probabilistyczne modele danych
lll m Funkcla gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej

Znajdzmy prawdopodobienstwo, ze Julia bedzie czekata na
swojego kolege dtuzej niz 5min ©

czyli...

Obliczy¢: P(X > 5)

A
—
x
-
t
peX>5) jes G
: e réume polu 1)
i ,_*‘ ﬁ’/- pOW'enchn
i .“.-,.-..‘ i
e e “‘
- >
0 3 x

Zrédio: Head First Statistics A Brain-Friendly

www.agh.edu.pl

Probabilistyczne modele danych
I]lmm Funkcla gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej

AGH

1. Pole pod krzywg wynosi 1

2. Znalez¢ postac funkcji gestosci prawdopodobienstwa f(x)

Pole=1 = 20-wysoko$¢ =1 = wyskos¢ = 0,05

f(x) =0,05 dlaxzprzedziatu od 0 do 20

A .
.00 5 dod’p

/ z P“'a
¥

. ()

Zrédio: Head First Statistics A Brain-Friendly ¥ »
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Probabilistyczne modele danych
“l ll] Funkcla gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej

Gdy x = 5, f(x) = 0,05.

0,05 ,
P(X >5) =(20-5)-0,05=0,75 ———

A zatem....

Prawdopodobienstwo, ze Julia bedzie musiata czekac na
partnera dtuzej niz 5 min, wynosi 0,75.

Zrédio: Head First Statistics A Brain-Friendly

Probabilistyczne modele danych
ll“l“l] Funkcja gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej

AGH

v W przypadku zmiennych losowych cigglych musimy obliczaé
prawdopodobienstwo jako pole powierzchni pod wykresem
funkcji gestosci.

v Nie mozemy (tak jak to miato miejsce w przypadku zmiennej
losowej dyskretnej) zsumowa¢ prawdopodobienstwa kazdej

warto$ci z danego przedziatu, poniewaz takich wartosci jest
nieskonczenie wiele.

GDY MAMY DO CZYNIENIA ZE ZMIENNYM GEYMI, LICZYMY
PRAWDOPODOBIENSTWO DLA WARTOSCI PRZEDZIALOWYCH
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Probabilistyczne modele danych
Ill m Funkqa gestosci prawdopodobienstwa zmiennej losowej
GH

Wiasnosci funkcji gestosci prawdopodobienstwa:

l. f(x)=0 dlawszystkich x,

Tf(x)dx =1,

3. Pe< X <b)= | f(x)dx.

Probabilistyczne modele danych
III m Dystrybuanta zmiennej losowej
AGH

Dystrybuantg zmiennej losowej X nazywamy funkcje

F(b)= P(X <b).

Jesli X jest zmienng ciggta o funkcji gestosci prawdopodobienstwa f(x),

to: N

www.agh.edu.pl

F(b) = [ f(x)dx.
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Probabilistyczne modele danych
Illllll Zwiazek dystrybuanty i gesto$ci zmiennej losowej «i::1¢)
AGH

Dla dowolnej funkcji f, bedacej gestoscig prawdopodobienstwa zachodzi zalezno$¢

F() = [ f(x)dx =1

Dla zmiennej losowej ciggtej zachodzi réwnos¢ -

P(a<X<b) = F(b)- F (a)

Stad wynika, Ze: — {
PX=x)=0
poniewaz

PX=a)=P@<X<a)=F(@—-F(@)=0

Probabilistyczne modele danych
III III Parametry rozkladu zmiennej losowej ci: /¢
AGH

Warto$¢ oczekiwang (nadzieje matematyczng / warto$¢ przecietng), zmiennej losowej X oznacza si¢
E(X) i okresla w nastepujacy sposéb:
+o0

M
E(X) = ] xf(x)dx

- 00

Wariancja zmiennej losowej

D2(X) = f (x - EQ)Pf(x)dx

Odchylenie standardowe:

D(X) = D2(X)



www.agh.edu.pl

www.agh.edu.pl

Probabilistyczne modele danych

ll““m Wybrane rozklady prawdopodobienstwa
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ZMIENNA LOSOWA

3. Rozktad Poissona

DYSKRETNA
1. Rozktad dwupunktowy 1. Rozktad normalny
2. Rozktad dwumianowy 2. Rozkfad jednostajny
(Bernoulliego) 3. Rozktad wyktadniczy
4,

Rozktad t-studenta

Kluczowe punkty

Prawdopodobienstwo = wiemy co jest w szufladzie;

Statystyka = wnioskujemy o zawartosci szuflady na podstawie
proby;

Statystyki sg zbudowane na podstawie prawdopodobienstwa.
Chociaz zazwyczaj nie mamy petnych informacji o populacji, to
uzywajac twierdzen i wynikéw dotyczacych prawdopodobienstwa,
mozemy uzyskac wyniki statystyczne dotyczace catej populacji.

Zmienna losowa to funkcja, ktéra zdarzeniom elementarnym
przypisuje liczby.

Rozktad prawdopodobienstwa przypisuje kazdej wartosci zmiennej
losowej dyskretnej prawdopodobienstwo jej realizacji.

Gdy mamy do czynienia ze zmiennymi ciggtymi, liczymy
prawdopodobienstwo dla wartosci przedziatowych
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