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Wstep

Istniejg dwa podstawowe sposoby rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych postaci Ax=b — metody
bezposrednie, ktére badane byty podczas poprzednich zaje¢, oraz metody iteracyjne. W metodach
bezposrednich, bedacych w praktyce najczesciej wariantami eliminacji Gaussa, po wykonaniu pewnej
liczby operacji otrzymuje sie rozwigzanie o duzej doktadnosci (btedy pojawiajg sie tylko na skutek
skonczonej doktadnosci obliczen komputerowych i propagacji btedéw zaokraglen — dlatego obliczenia
zawsze sg przeprowadzane na liczbach podwdjnej precyzji, co pozwala uzyskac wyniki z doktadnoscia
co najmniej kilku cyfr znaczacych).

Metody iteracyjne uzyskujg rozwigzanie w szeregu krokdw obliczeniowych (iteracji), zaczynajac od
pewnego wektora startowego xo (initial guess) i uzyskujgc po kazdym z krokéw kolejne przyblizenia
rozwigzania. Miarg zbieznosci dla kolejnych rozwigzan x« jest norma z wektora residuum ukfadu
rownan, obliczanego dla xk jako: re=b - Axk. Zaktada sie, ze kiedy residuum uktadu réwnan dla kolejnych
iteracji zmierza do 0, to takze btagd rozwigzania zmierza do zera (jesli rozwigzanie doktadne oznaczymy
jako x*, a btad rozwigzania x« jako ew=x"- X, to dzieki temu, ze Ax*=b, otrzymuje sie liniowa zaleznosé
wigzacg btad z residuum: rc=b - Axk = Ax"- Axc= A( X*- X ) = Aex).

Znajgc norme residuum, nie znamy normy btedu, jednak z liniowej zaleznosci miedzy oboma
wektorami mozemy wnioskowad, ze kiedy norma residuum maleje wielokrotnie, to takze norma
btedu maleje w podobny sposdb. Stad czestym kryterium zatrzymania iteracji jest albo osiggniecie
przez norme residuum | |rk| | okreslonej matej wartosci | |r«| | < eass (absolutna redukcja residuum),
albo redukcja o okreslony czynnik poczatkowego residuum ro=Axo -b, | [rc] |/]1ro] | < ere
(wzgledna redukcja residuum).

Najpopularniejszymi obecnie metodami iteracyjnego rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych sg
tzw. metody podprzestrzeni Krytowa (rozwigzujgce pewien problem optymalizacyjny), ktérych
typowymi przyktadami sg metody sprzezonych gradientow i GMRES. Metody podprzestrzeni Krytowa
zbiegajg sie tym lepiej im macierz uktadu jest blizsza macierzy jednostkowej (majgcej optymalne
uwarunkowanie), stad czesto w algorytmie metody pojawiajg sie dodatkowe operacje tzw. poprawa
uwarunkowania macierzy (preconditioning).

Jedng z najwazniejszych cech decydujacych o wydajnosci i praktycznej uzytecznosci kazdego z
iteracyjnych solwerdw liniowych (solwer — program rozwigzujgcy zadany problem), jest szybkos¢
zbieznosci — determinujgca w ilu iteracjach solwer osiggnie wymagang redukcje residuum uktadu.
Ostateczna wydajnos¢ zalezy takze od czasu realizacji pojedynczej iteracji oraz od czasu
przygotowania struktur danych do wykonywania iteracji (ten ostatni czas moze by¢ istotny dla
wszelkich bardziej ztozonych metod, np. z wyrafinowanymi preconditionerami, takimi jak algorytmy
multigrid albo algorytmy niekompletnego rozktadu LU (incomplete LU factorization),

Do wyrazenia szybkosci zbieznosci mozna uzyc liczby iteracji, N_it, prowadzgcych do osiggniecia
zbieznosci (zaktadanej redukcji normy residuum), mozna takze obliczy¢ usredniony po wszystkich
iteracjach stosunek norm kolejnych residuéw uktadu (nazywany dalej usredniong redukcjg norm):
conv_rate_at_k-th_iteration = | |rwa| | /| Irc] | (prowadzi to do wzoru: | |re]| / | |rel ]| =
average_conv_rate"-" < erer, Wigzacego szybkos¢ zbieznodci z liczba iteracji N_it. Im wspétczynnik
average_conv_rate blizszy 0, tym zbiezno$¢ szybsza, im blizszy 1, tym zbieznos$¢ wolniejsza, dla
wartosci average_conv_rate > 1 iteracje nie zbiegajg sie, solwer jest rozbiezny dla danego ukfadu
réwnan.

W ramach zaje¢ bedziecie Panstwo badac¢ r6zne metody iteracyjne przedstawione na wyktadzie:
Jacobiego, Gaussa-Seidla orazGMRES — jako przyktad metody podprzestrzeni Krytowa, z réznymi
wariantami poprawy uwarunkowania macierzy uktadu réwnan. Testowane bedg szybkos¢ zbieznosci
normy residuum i czas uzyskiwania rozwigzania. Otrzymane wyniki postuzg do poréwnania z
algorytmem PARDISO bezposredniego rozwigzywania uktadu rownan, badanym na poprzednich
zajeciach.



Modelowanie matematyczne w nauce i technice — lab 09

Zadanie 1.

Jakub Litewka gr.3

Stworzenie folderu lab_09, przekopiowanie problem_heat.dat, A2.jk i bc_heat.dat z poprzednich
laboratoridw, oraz pobrac plik mkb.dat. Zmiana nazwy problemu w problem_heat.dat oraz

nazwy solvera.

/* solver input files !l! */

linear solver type = 1; // int:

J/solver file = "mkb.dat";
solver file = "mkb.dat";

direct solver */

preconditioned GMRES */

multigrid preconditioned GMRES */
standard iterations */

V-cycle multigrid */

/f solver filename
/f solver filename

Zadanie 2.
Solwer - 1 (GMRS)
dam=0
osiggnieta ficzba usredniona czas bfgd wzgledn
metoda iteracyjna zbieznosc agn'e . . . . . 4 gredny
norma MAX  iteracji redukcja norm  rozwigzania vs. PARDISO
0 - brak TAK 0,011263265 39 0,477655 0,008653  0,810465677
1 - Jacobiego TAK 0,009246826 12 0,089924 0,007913 0,826674552
2 - Gaussa - Seidla TAK 1,71661E-05 16 0,161063 0,008289  0,818438691
4 - niekompletnego rozkfadu LU TAK 2,09808E-05 8 0,020494 0,01291  0,717220835
dlam=1
osiggnieta liczba usredniona czas bigd wzgledn
metoda iteracyjna zbieinosc gn'e ) . ) ] ) q gledany
norma MAX  iteracji redukcja norm  rozwigzania vs. PARDISO
0 - brak TAK 0,035121935 64 0,647243 0,120922  0,098232612
1 - Jacobiego TAK 1,14441E-05 33 0,418585 0,107924  0,019817267
2 - Gaussa - Seidla TAK 0,000183105 31 0,40452 0,108208 0,017237934
4 - niekompletnego rozktadu LU TAK 6,48499E-05 14 0,128312 0,128238 -0,164677674
dlam=2
osiggnieta liczba usredniona czas bigd wzgledn
metoda iteracyjna zbieinosc gnie ) . . ) ) q gieany
norma MAX  iteracji redukcja norm  rozwigzania vs. PARDISO
0 - brak TAK 0,107143145 100 0,770318 0,38808 0,217255554
1 - Jacobiego TAK 1,14441E-05 77 0,698282 0,361969  0,269920572
2 - Gaussa - Seidla TAK 9,53674E-06 62 0,63688 0,355048  0,283879999
4 - niekompletnego rozktadu LU TAK 0,000249863 27 0,357098 0,721408 -0,45505593

Najbardziej wydajnosciowy w metodzie GMRES jest algorytm z zastosowaniem niekompletnego
rozktadu LU, poniewaz za kazdym razem uzyskujemy najmniejszg liczbe iteracji pomino
najdtuzszego czasu rozwigzania. Najmniej efektywnym algorytmem jest algorytm Jackobiego
gdzie dla m =1 oraz m = 2 liczba iteracji jest najwieksza nie uwzgledniajac braku metod
iteracyjnych jednak czas rozwigzania jest dwukrotnie najmniejszy sposréd wszystkich metod.
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Solwer - 10

Jacobi

osiggnieta liczba usredniona czas btgd wzgledn
Zageszczenie zbieznosc agnie ) . . ) ) 4 gredny

norma MAX  iteracji redukcja norm rozwigzani  vs. PARDISO
m=0 TAK 1,90735E-06 66 0,599974 0,014521 0,681933675
m=1 TAK 5084,023061 100 0,99451 0,116512 -0,058180299
m=2 TAK 6,71476E+11 100 1,204038 0,650635 -0,312309145
Gauss-Seidl

osiggnieta liczba usredniona czas btgd wzgledn
Zageszczenie  zbieinosc agnie ) .. . . . 7 greany

norma MAX  iteracji redukcja norm rozwigzani  vs. PARDISO
m=0 TAK 1,90735E-06 22 0,214189 0,010884 0,761598108
m=1 TAK 1,90735E-06 87 0,681436 0,113059 -0,02681961
m=2 TAK 0,035399214 100 0,894822 0,639464 -0,289777609

Porédwnujac algorytm Jacobiego w metodach solwera 1 z solwerem 10 mozna zauwazyg, ze liczba
iteracji jest ponad 3 krotnie wieksza w solwerze 10, natomiast w algorytmie Gaussa-Seidla prawie 2
krotnie. Jezeli chodzi o czas rozwigzan mozna zauwazy¢, ze w metodzie GMRES czas jest znaczaco
mniejszy.

Najmniejszy czas pojedynczej iteracji w metodzie GMRES mozna odnotowac dla algorytmu Gaussa-
Seida dla m = 0 i wynosi on 0,000518, natomiast najwiekszy dla algorytmu niekompletnego rozktadu
LU dlam =2 i wynosi on 0,026719. Jezeli chodzi o metode Solwer 10 najnizszy czas jest w algorytmie
Jacobiego dla m = 0 i wynosi on 0,00022, natomiast najwyzszy czas mozna zauwazy¢ w algorytmie
Gaussa-Seidla dla m = 2, gdzie czas wynosi 0,006506.

Zadanie3.

Zmiana wartosci w programie mkb.dat zaleznie od Solvera (opisane w pliku).

Dla PARDIO w pliku problem_heat.dat nalezy ustawic linear_solver_type na 0

FINE_LEVEL
1158
g1 -2

168 @ 1.e-12
311
Dla GMRES + GS i GMRES + ILU(0) nalezy ustawi¢ linear_solver_type na 1.

GMRES+GS GMRES+ILU(0)

FINE_ LEVEL
11 58
21 -2

FINE_ LEVEL
1158
411

186 @ 1.e-12
311

186 @ 1.e-12
311
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Odpalenie programu ModFEM.
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Wykorzystanie pamieci - liczba wyrazéw niezerowych
Solwer Siatka 1—bez | Siatka2—-po 1 |Siatka3—po2| Siatkad—po 3
adaptacji adaptacji adaptacjach adaptacjach
PARDISO 5068 36025 270865 -
GMRES + GS 5068 36025 270865 -
GMRES + ILU(0) 10136 72050 541730 -
nglob 330 2,033 14,097 -

Dla trzykrotnej adaptacji siatki wyskakuje btgd , Not enough spacefor next edge,h Nred = 347447”,
dlatego nie mozna okresli¢ wartosci

Wykorzystanie pamieci - liczba wyrazéw niezerowych
1000000

e PARDISO n

00000
GMRES + GS
10000
GMRES +
ILU(0)
1000
330 2,033 14,097
e PARDISO 5068 36025 270865
GMRES + GS 5068 36025 270865
GMRES + ILU(0) 10136 72050 541730

Wykres zaleznosci badanych parametréw od liczby stopni badanych probleméw jest liniowy.
Wymagania pamieciowe dla kazdego solwerdw wartosci rosng proporcjonalnie w tempie ok. 44
krotnym, jedynie réznig sie wartosci poczgtkowe wykorzystania pamieci. Mozna zauwazyg¢, ze
wartosci dla solwera PARDISO pokrywajg sie z wartosciami solwera GMRES + GS, natomiast wartosci
GMRES + ILU(0) s wyzsze od dwdch pozostatych.
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Czas rozwigzania

Solwer Siatka 1—bez |Siatka2—po 1| Siatka3—po 2 | Siatka4—po 3
adaptagji adaptagji adaptacjach adaptacjach
PARDISO 0,042 0,0971 0,5274 -
GMRES + GS 0,011 0,1072 0,6525 -
GMRES + ILU(0) 0,0123 0,1109 0,8258 -
Czas rozwigzania
1
e PARDISO
e GMRES + GS o /
GMRES + ILU(0)
0,01
330 2,033 14,097
e PARDISO 0,042 0,0971 0,5274
e GMRES + GS 0,011 0,1072 0,6525
GMRES + ILU(0) 0,0123 0,1109 0,8258

Najszybciej rosnie czas wykonania dla GMRES + ILU(0), gdyz ponad 66 krotnie, dla GMRES + GS
prawie 60 krotnie natomiast najwolniej dla PARDISO 12 krotnie. Dla solwerdw iteracyjnych czas
rozwigzania rosnie liniowo, natomiast solwer bezposredni PARDISO ulega w pewnym momencie
zatamaniu. Solwery iteracyjne najprawdopodobniej uzyskajg czas rozwigzania krétszy niz solwer
bezposredni przed momentem zatamania sie prostej, co widoczne jest na powyzszym wykresie.
Spowodowane moze to by¢ wielkoscig siatki, gdyz im wieksza siatka tym mniejszy wptyw czynnikéw
zaburzajgcych podstawowe tendencje ztozonosci obliczeniowej (np. rosngca wydajnosc¢ solwera).
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Zadanie 4.

Zmiana opcji tak jak w poprzednim zadaniu dla GMRES+GS i GMRES+ILU, przy odpowiednim

ustawieniu iteracji na 50 10.

GMRES+GS

FINE_ LEVEL
1158
21 -2

1866 8 1.e-12
311

GMRES+ILU

FINE_LEVEL

I A
411

186 @ 1.e
311

-12

Norm of preconditioned residual
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Solwer Siatka 1-bez | Siatka2-po 1 |Siatka3—po 2| Siatka4-po 3
adaptacji adaptacji adaptacjach adaptacjach
GMRES + GS 1,207E-09 4,547E-09 1,5917E-08 -
GMRES +1LU(0) 2,69E-10 6,865E-09 1,6855E-08 -
Norm of preconditioned residual
1,8E-08
1,6E-08
1,4E-08
1,2E-08
1E-08
8E-09
6E-09
4E-09
2E-09 _—
0
1 3

e GMRES + GS GMRES + ILU

Poréwnanie otrzymanych wykresow na ktorych widzimy dwa solwery iteracyjne obrazuje norme
residuum po poprawie unormowania, gdzie GMRES + ILU(0) pokazuje dla kazdej iteracji a GMRES +
GS dla co 50. Mozna zaobserwowa, ze wartosci solwera GMRES + ILU wzrastajg szybciej niz dla
solwera GMRES + GS oraz zatamanie skoku wartosci w punkcie 2 nie jest tak duze jak dla solwera
GMRES + ILU. Dla solweréw wykonujgcych dla kazdej iteracji norma jest gwattowniejsza oraz bardziej

doktadna. Stad wynika, ze solwer GMRES + ILU okazuje sie najszybszy i najbardziej wydajny, gdyz
osiggnieto go w mniejszej liczbie iteracji.

GMRES+ILU jest zazwyczaj bardziej doktadny niz GMRES+GS ze wzgledu na zastosowanie techniki
niezupetnej faktoryzacji LU (ILU), ktéra pozwala na lepszg aproksymacje macierzy pierwotnej.
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b)
Total convergence rate (average decrease in residual periteration)
Solwer Siatka1—bez | Siatka2—-po 1 |Siatka3—po 2 | Siatkad—-po 3
adaptacji adaptacji adaptacjach | adaptacjach
GMRES + GS 0,234733 0,455182 0,664791 -
GMRES + ILU(0) 0,033304 0,13428 0,356179 -
Total convergence rate (average decrease in residual per iteration)
0,7
0,6
0,5
0,4
0,3
0,2
0,1

e GMRES + GS GMRES + ILU

Powyzszy wykres przedstawia usredniong redukcje norm da dwdch solwerdw iteracyjnych opisanych
w legendzie. Po przeanalizowaniu dochodzimy do konkretnych wnioskéw

GMRES+GS jest zazwyczaj szybszy niz GMRES+ILU ze wzgledu na nizszg ztozonos¢ obliczeniowg, ktéra
wynika z wykorzystania tylko jednego kroku relaksacji Gaussa-Seidla w kazdej iteracji.

Zazwyczaj, solwery iteracyjne takie jak GMRES, mozemy uzna¢ za bardziej uniwersalne niz
bezposrednie, takie jak np. PARDISO, ze wzgledu na ich zdolno$¢ do rozwigzywania duzych, rzadkich
uktadéw réwnan liniowych w sposéb efektywny i skalowalny.

W przypadku poréwnania GMRES+GS i GMRES+ILU:

Jesli macierz jest dobrze uwarunkowana, to GMRES+GS moze by¢ bardziej efektywny ze wzgledu na
nizszg ztozonos¢ obliczeniowgy i wystarczajgcg doktadnosé.

Jednakze, jesli macierz jest zle uwarunkowana, to GMRES+ILU moze by¢ bardziej skuteczny ze
wzgledu na lepsze prekondycjonowanie i wiekszg doktadnosc.
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Zadanie (skrécony opis)

OCENA wtasna w %

OCENA prowadzacego w %

(0-100) (0-100)
Zad. 1 Uruchomienie zadania z iteracyjnym solwerem 100
uktaddw réwnan liniowych.
Zad. 2 Badanie doktadnosci i wydajnosci obliczen 100
metodami iteracyjnymi.
Zad. 3 Poréwnanie charakterystyk solwera 100
bezposredniego PARDISO i wybranych solweréw
iteracyjnych zaimplementowanych w ModFEM
Zad. 4 Badanie szybkosci zbieznosci solweréw 100
iteracyjnych w zalezno$ci od rozmiaru zadania
EACZNIE (400): 400

OCENA KONCOWA:




