Modelowanie matematyczne w nauce i technice

LAB 13. Rozwigzywanie stacjonarnych problemoéow konwekcji-dyfuzji metodg elementow
skonczonych, z uzyciem stabilizacji metodg SUPG

Wstep

Zagadnienia hiperboliczne i rownania konwekcji-dyfuzji z dominujgca konwekcja
stanowig trudny problem przy prébach modelowania klasycznymi metodami réznic
skonczonych i elementéw skonczonych. Standardowe algorytmy zastosowane
bezposrednio do dyskretyzacji rownan prowadzg czesto w praktycznych
zastosowaniach do rozwigzan niestabilnych, tracgcych z tego powodu doktadnosc,
a nierzadko wrecz zmierzajgcych do nieskonczonosci. Jednym ze sposobow
radzenia sobie z tg sytuacjg w metodzie elementow skonczonych jest dodanie do
standardowego sformutowania stabego dodatkowych wyrazow, odpowiadajgcych
cztonom eliptycznym (zawierajgcym pochodne drugiego rzedu, jak w wyrazach
naturalnej dyfuzji). Uzyskiwane sformutowania hazywane bywajg metodami
sztucznej dyfuzji lub sztucznego rozpraszania (w mechanice ptynow sztuczne;j
lepkosci). Bardziej wyrafinowane sposrod nich stosujg specjalne formy dodanych
wyrazow, z jednej strony wprowadzajgce dyfuzje tylko w kierunkach wymaganych
dla stabilizacji rozwigzania, a z drugiej opierajace sie na residuum oryginalnego
rozwigzywanego problemu, co gwarantuje spojnos¢ (zgodnos$¢, consistency)
schematu numerycznego. Jedng z takich metod jest metoda zaimplementowana w
programie ModFEM, nazywana metodg Streamline Upwind Petrov-Galerkin
(SUPG) lub Streamline Diffusion (SD).

Zadaniem Panstwa bedzie przeprowadzenie modelowania metodg elementow
skonczonych prostego zadania konwekciji-dyfuzji w jednym wymiarze
przestrzennym i zaobserwowanie wptywu stabilizacji oraz innych parametrow
symulacji na uzyskiwane rozwigzania.

Rozwigzywanym zadaniem bedzie réwnanie rozniczkowe konwekcji-dyfuzji:

ze wspotczynnikiem dyfuzji (przewodnictwa cieplnego) k i wspotczynnikiem
konwekcji (predkoscia) v (w rozwazanym przyktadzie na state rownym 1) oraz z
warunkami brzegowymi u(0)=1, u(1)=0, posiadajace rozwigzanie doktadne:
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Jednym z obserwowanych parametréw bedzie tzw. elementowa liczba Pecleta
(element Peclet number):

Pe = v*h/2*k

ktora mierzy relacje predkosci (konwekcji), z uwzglednieniem rozmiaru elementéw,
do wspotczynnika dyfuzji (w zagadnieniu przewodzenia ciepta bedzie to
wspotczynnik przewodnictwa cieplnego). Dla zagadnien z dominujaca dyfuzjg
(Pe<1) standardowe metody powinny prowadzi¢ do stabilnych rozwigzan, dla
probleméw z dominujgcg konwekcjg (Pe>1) rozwigzania standardowe stajg sie
niestabilne.



0. Krokiem przygotowawczym laboratorium 12 jest dokonanie zmian w kodzie ModFEM. Nalezy
przejs¢ do katalogu, w ktérym kazdy tworzy swojg wersje kodu:

cd ~/ModFEM/modfem2015

a nastepnie skopiowaé nastepujace pliki z katalogu

Ihomelstudents/IModFEM/modfem2015/ do odpowiednich podkatalogoéw src :

cp /homelstudentsIModFEM/modfem2015/pds_heat_weakform.c pdd_heat/weak_formulation/

cp /homelstudentsIModFEM/modfem2015/pds_ns_supg_heat_main.c pdd_ns_supg_heat/main/

cp /home/studentsIModFEM/modfem2015/pds_ns_supg_heat_adapt.c pdd_ns_supg_heat/adaptation/

Po skopiowaniu plikéw nalezy przej$¢ do odpowiedniego podkatalogu bin_cmake , w ktérym
tworzony jest kod i wykona¢ budowanie kodu za pomoca make. Przy poprawnym skopiowaniu
plikdw, w trakcie kompilacji powinny pojawiac¢ sie nastepujace komunikaty:

Scanning dependencies of target MOD_FEM_heat_prism2d_std

[ 79%] Building C object pdd_heat/CMakeFilesIMOD_FEM_heat_prism2d_std.dir/lweak_formulation/pds_heat_weakform.c.o

Linking CXX executable ...MOD_FEM_heat_prism2d_std

[ 83%] Built target MOD_FEM_heat_prism2d_std

Scanning dependencies of target MOD_FEM_heat_prism_std

[ 83%] Building C object pdd_heat/CMakeFilesIMOD_FEM_heat_prism_std.dir/lweak_formulation/pds_heat_weakform.c.o

Linking CXX executable ..IMOD_FEM _heat_prism_std

[ 88%] Built target MOD_FEM_heat_prism_std

Scanning dependencies of target pdl_heat

[ 88%] Building C object pdd_heat/CMakeFiles/pdl_heat.dir/lweak formulation/pds_heat_weakform.c.o

Linking C static library Releasellibpdl_heat.a

[ 91%] Built target pdl_heat

Scanning dependencies of target MOD_FEM_ns_supg_heat_prism2d_std

[ 91%] Building C object pdd_ns_supg_heat/CMakeFilessMOD_FEM_ns_supg_heat_prism2d_std.dir/adaptation/pds_ns_supg_heat_adapt.c.o
[ 91%] Building C object pdd_ns_supg_heat/CMakeFilessIMOD_FEM_ns_supg_heat_prism2d_std.dir/main/pds_ns_supg_heat_main.c.o
Linking CXX executable ...MOD_FEM_ns_supg_heat_prism2d_std

[ 96%] Built target MOD_FEM_ns_supg_heat_prism2d_std

Scanning dependencies of target MOD_FEM_ns_supg_heat_prism_std

[ 96%] Building C object pdd_ns_supg_heat/CMakeFilessMOD_FEM _ns_supg_heat_prism_std.dir/adaptation/pds_ns_supg_heat_adapt.c.o
[ 96%] Building C object pdd_ns_supg_heat/CMakeFilessIMOD_FEM_ns_supg_heat_prism_std.dir/main/pds_ns_supg_heat_main.c.o
Linking CXX executable ..IMOD_FEM_ns_supg_heat_prism_std

[100%)] Built target MOD_FEM_ns_supg_heat_prism_std

Zmodyfikowany kod jest konieczny do poprawnej realizacji laboratorium.

1. Zadanie 1. (obowigzkowe) Rozwigzanie stacjonarnego liniowego problemu
jednowymiarowej konwekcji-dyfuzji, standardowa aproksymacja MES, na
siatkach o zmiennym rozmiarze elementéw

1.1. Prosze utworzy¢ katalog lab_13

1.2. Punktem wyjscia dla badan w niniejszym laboratorium jest zadanie o
nazwie 1D_CONV_DIFF_Z z laboratorium 5. Prosze przekopiowac pliki
konfiguracyjne tego zadania (problem_heat.dat, bc_heat.dat) oraz
odpowiedni plik siatki (typu B) do katalogu lab_13.

1.3. W pliku siatki nie nalezy dokonywac zadnych zmian (potozenie
dolnej warstwy z=0.0 i gérnej warstwy z=1.0). Podobnie jak w
laboratorium 5 zmienianym parametrem bedzie liczba warstw.
Grubos¢ pojedynczego elementu wzdtuz osi z bedzie parametrem
dyskretyzacji h (rozmiary elementéw w ptaszczyznie xy nie maja
znaczenia - zadanie jest w rzeczywistosci jednowymiarowe,
rozwigzania sg state wzgledem x i y.

1.4. W pliku bc_heat.dat, na brzegach bocznych obszaru nalezy
zadac warunki zerowania strumienia ciepta (co gwarantuje statos¢
rozwigzania w przekrojach réwnolegtych do ptaszczyzny xy). Na



brzegu dolnym i gérnym nalezy zada¢ warunek Dirichleta, 1 dla z=0 i
0 dla z=1.
1.5. W podstawowym pliku sterujgcym problem _heat.dat nalezy
dokonad nastepujgcych ustawien:
a)name = "1D_CONV_DIFF_Z"; - nazwa problemu musi miec postac,
ktéra uruchamia w kodzie podstawienie jako rozwigzania
doktadnego (zwracanego przez funkcje pdr_exact_sol) funkcji:

eXp(f)—l
Uele_il
EXP(f)_l

gdzie k - jest wspétczynnikiem dyfuzji (przewodnictwa cieplnego),

zadanym w pliku jako thermal_conductivity (parametry density

i specific_heat muszg miec¢ wartos¢ 1.0)

b) mesh_type = "j"; mesh _file in = "....jk"; - plikiem siatki
ma by¢ plik utworzony w ramach laboratorium 2, jako siatka typu B

c) field _file _in = "i"; - wartosci w weztach majg zostac
zainicjowane przez wywotanie funkcji
pdr_heat_initial_condition, w ktérej dla nazwy
"1D_CONV_DIFF_Z" jest wywotywana funkcja pdr_exact_sol

d) materials_file = ""; - pozostawienie pustej nazwy pliku z
danymi materiatowymi powoduje przyjecie we wszystkich
elementach danych materiatowych znajdujgcych sie ponizej w pliku
problem _heat.dat (parametry thermal conductivity, density i
specific_heat)

* na potrzeby niniejszego laboratorium prosze nadac
indywidualna, dowolna wartos¢ wspoétczynnika dyfuzji
(przewodnictwa cieplnego, thermal_conductivity) z
zakresu 0.01-0.02

+ parametry density i specific_heat maja miec¢ wartosci 1.0

e) pozostate parametry nie majg znaczenia dla ¢wiczenia i mozna je
pozostawi¢ bez zmian

f) wtasciwe ustawienia znajduja sie takze w pliku problem heat.dat
na stronie przedmiotu (bez nazwy pliku jk i wartosci wspétczynnika
dyfuzji - przewodnictwa cieplnego)

1.6. Pierwszym krokiem zadania jest sprawdzenie poprawnosci
dziatania kodu:

a) w pliku siatki nalezy zadac¢ liczbe warstw 1024

b) nalezy uruchomi¢ program (MOD_FEM_heat prism_std lub
MOD_FEM_heat_prism2d_std) i sprawdzi¢ poprawnos¢ zadania
warunkdéw brzegowych oraz innych parametréw sterujgcych
wykonaniem
« w sprawozdaniu powinien znalez¢ sie odpowiedni zrzut ekranu

zawierajgcy co najmniej nadany indywidualnie wspétczynnik
dyfuzji (przewodnictwa cieplnego)

C) po wczytaniu siatki i interpolacji warunku poczatkowego nalezy
obliczy¢ btad interpolacji na podstawie znajomosci rozwigzania
doktadnego - opcja e

d) nalezy dokonac zapisu pliku do wizualizacji w ParaView - opcja v
(powinno sie od razu dokona¢ zmiany nazwy pliku - wskazujac, ze
jest to interpolacja warunku poczatkowego)



e) nastepnie nalezy rozwigzac zadanie - opcja s i zapisa¢ wynik w
odpowiednim pliku .vtu, zmieniajac mu nazwe, tak aby
wskazywata na aproksymacje metodq stabilizowang

f) po rozwigzaniu obliczy¢ btad aproksymacji MES na podstawie
znajomosci rozwigzania doktadnego - opcja e
+ sprawdzenie poprawnosci na tym etapie polega na

ustaleniu, ze btedy aproksymacji i interpolacji sa do
siebie zblizone i mate - w normie L2 < 0.001, w normie
H1l < 1.0.
g) nastepnym krokiem jest rekompilacja kodu z wytgczong stabilizacja
* w tym celu nalezy w pliku
src/pdd_heat/weak formulation/pds heat weakform.c
(wzgledem katalogu podstawowego ModFEM/modfem2015), w linii
453 odkomentowac zerowanie parametru stabilizacji (tau_therm
= 0.0;)
[ Po zakonczeniu ¢wiczenia koniecznie trzeba z powrotem witaczy¢
stabilizacje w kodzie - jej brak uniemozliwia poprawne rozwiagzywanie
wiekszosci zadan, w tym np. zadan z lab 14 ]
« do uzyskania nowych plikow binarnych wystarczy rekompilacja
za pomocg make w odpowiednim podkatalogu bin_cmake

h) po wytgczeniu stabilizacji nalezy ponownie uruchomi¢ kod,
rozwigzac to samo zadanie i obliczy¢ btad aproksymacji oraz
zapisac plik do wizualizacji, nadajac mu nazwe wskazujaca na
uzycie standardowej aproksymacji bez stabilizacji
+ sprawdzenie poprawnosci po wytaczeniu stabilizacji

polega ponownie na ustaleniu, ze btedy aproksymacji i
interpolacji sa do siebie zblizone i mate - w normie L2 <
0.001, w normie H1 < 1.0.
i) w sprawozdaniu nalezy umiescic:
» zrzuty ekranu z informacjami o btedach interpolacji i
aproksymacji,
+ jeden wykres typu "Plot Over Line", wzdtuz linii od z=0 do z=1,
z trzema krzywymi: dla interpolacji, oraz dla obu aproksymacji
* poprawne krzywe powinny praktycznie sie pokrywac,
stanowigc dla dalszej czesci laboratorium ilustracje
rozwigzania doktadnego

2. Zadanie 2. (obowiazkowe) Badanie rozwigzan stacjonarnego liniowego
problemu jednowymiarowej konwekcji-dyfuzji, standardowa aproksymacja
MES, na siatkach o zmiennym rozmiarze elementéw

2.1. Prosze przeprowadzi¢ serie eksperymentéw dla kodu z
wytagczong stabilizacjg SUPG (tau_therm=0.0) postugujac sie siatkami
0 zmiennej liczbie warstw (grubosc¢ warstwy jest parametrem
dyskretyzacji h)

[ Po zakonczeniu ¢wiczenia koniecznie trzeba z powrotem witaczyc
stabilizacje w kodzie - jej brak uniemozliwia poprawne rozwiazywanie
wiekszosci zadan, w tym np. zadan z lab 14 ]

2.2. Dla dwoch siatek: z 8 warstwami oraz z liczbg warstw najblizsza liczbie

Pecleta réwnej 1 , przeprowadz wizualizacje wynikow "Plot Over Line", tak jak
w p. 1 dla rozwigzania z 1024 warstwami



a) najlepiej umiesci¢ krzywe dla wszystkich trzech siatek na jednym wykresie
co utatwi analize i wyciggniecie wnioskéw

b) oznacz krzywe na wykresie wartoscig elementowej liczby Pecleta dla kazdej
z nich (liczbe Pecleta oblicz na podstawie wartosci h, ki v)

» zaobserwuj jak manifestuje sie utrata stabilnosci dla standardowej
aproksymacji MES w przypadku liczby Pecleta wiekszej od 1

2.3. Kolejnym krokiem jest stworzenie wykresu zbieznosci MES (w
sformutowaniu bez stabilizacji) dla badanego problemu. Nalezy uzy¢
siatek z liczbg warstw 1,2,4,8,16,32,64,128 (co najmniej 8 siatek -
dodatkowo mozna dotgczy¢ wyniki dla siatek z 256 i 512 warstwami
oraz dla siatki z 1024 warstwami z zadania 1)

2.4. Dla kazdej siatki nalezy przeprowadzi¢ sekwencje operacji:

a) uruchomienie kodu (z automatycznym zadaniem warunku
poczatkowego)

b) obliczenie btedu interpolacji warunku poczatkowego na siatce MES
* na podstawie znajomosci rozwigzania doktadnego - opcja e

C) rozwigzanie zadania - opcja s

d) obliczenie btedu aproksymacji MES

e na podstawie znajomosci rozwigzania doktadnego - opcja e
(opcja s dla tego zadania powoduje automatyczne wypisanie
tego btedu po zakohczeniu obliczen)

* za pomocg oszacowania metodg Zienkiewicza-Zhu (ZZ) - opcja
z

[ uwaga: metoda ZZ nie dziata dla jednej warstwy - konieczna
jest liczba warstw réwna co najmniej 2 ]

2.5. Dla uzyskanych danych nalezy utworzy¢ wykres zbieznosci
interpolacji i aproksymacji MES. Na osi poziomej powinna znalez¢
sie liczba Pecleta (obliczona na podstawie grubosci warstw,
jako parametru dyskretyzacji h), a na osi pionowej wartos¢
btedu. Nalezy uzy¢ na obu osiach skali logarytmicznej i
umiesci¢ na wykresie piec¢ krzywych - dwie dla normy L2:
interpolacji oraz aproksymacji, dwie dla pétnormy H1: interpolacji
oraz aproksymacji, pigta krzywa powinna odpowiada¢ oszacowaniu
btedu metodg ZZ. Wykres mozna utworzy¢ w gnuplocie lub
dowolnym innym programie - powinien jednak miec na tyle gesta
siatke, zeby umozliwi¢ odczytanie rzedu zbieznosci w kazdej z norm.

a) zaobserwuj jaka jest relacja pomiedzy obliczonym btedem H1
interpolacji rozwigzania doktadnego na siatce MES, obliczonym btedem
aproksymacji MES w normie H1 oraz oszacowaniem btedu metoda ZZ
dla kolejnych siatek — swoje wnioski opisz w sprawozdaniu

b) zaobserwuj dla jakiej wartosci liczby Pecleta zbiezno$¢ rozwiazan MES
staje sie zgodna z teoretycznymi oszacowaniami dla zadan
eliptycznych - swoje wnioski opisz w sprawozdaniu



3. Zadanie 3. (4.0). Poréwnanie rozwigzan stacjonarnego liniowego problemu
jednowymiarowej konwekcji-dyfuzji, uzyskanych za pomoca aproksymaciji
MES z wiaczona i wytaczong stabilizacja SUPG

3.1

Pierwszym krokiem jest przywrécenie stabilizacji poprzez zmiane pliku

src/pdd_heat/weak_formulation/pds_heat_weakform.c - ponowne
wykomentowanie zerowania parametru stabilizacji w linii 453, a
nastepnie rekompilacja kodu

3.2.

nastepnie nalezy uzyskac rozwigzania dla dwoch siatek: z 8

warstwami oraz z liczbg warstw najblizszg liczbie Pecleta réwnej 1 , dla kazdej z
nich po zapisaniu wyniku w odpowiednim pliku do wizualizacji, stworzenie
wykresu "Plot Over Line"

a) najlepiej umiesci¢ krzywe dla wszystkich trzech siatek (tgcznie z siatkg z
1024 elementami) na jednym wykresie co utatwi analize i wyciggniecie
wnioskow

b) oznacz krzywe na wykresie wartoscig elementowej liczby Pecleta dla kazdej
Z nich

poréwnaj wykres z rozwigzaniami dla sformutowania ze stabilizacja
z wykresem rozwigzan bez stabilizacji

omoOw czym réznia sie wykresy aproksymacji rozwiazania
doktadnego od wykreséw interpolacji tej samej funkcji
otrzymywanymi w laboratorium 5

4. Zadanie 4. (5.0). Badanie zbieznosci rozwiazan stacjonarnego liniowego
problemu jednowymiarowej konwekcji-dyfuzji, uzyskanych za pomoca
aproksymacji MES ze stabilizacja SUPG, na siatkach o zmiennym rozmiarze
elementow

4.1

zadanie polega na wykonaniu tych samych krokow co dla algorytmu bez

stabilizacji w punktach 2.3-2.5, tym razem dla algorytmu ze stabilizacja

poréwnaj krzywe zbieznos$ci dla obu przypadkéw

zaobserwuj czy stabilizacja (dodatkowe wyrazy w sformutowaniu
stabym) powoduje zwiekszenie btedu aproksymacji lub pogorszenie
rzedu zbieznosSci rozwigzania przy malejacym rozmiarze elementow

we wnioskach powiaz powyzsze obserwacje z faktem, ze
sformutowanie ze stabilizacja jest spdjne z problemem analitycznym
(rozwigzanie doktadne spetnia sformutowanie stabe w granicy
rozmiaru elementéw dazacego do zera)

Tabela kontrolna samooceny

Zadanie (skrécony opis) OCENA wiasna | OCENA prowadzgcego

w % (0-100) W % (0-100)

Zadanie 1

Zadanie 2

Zadanie 3




Zadanie 4

LACZNIE (400):

OCENA KONCOWA: |

Sprawozdanie powinno zawierac opis realizacji wszystkich zadan zawartych w
temacie, wraz z omoOwieniem podstaw teoretycznych, odpowiedziami na pytania,
wydrukami kodu i plikbw konfiguracyjnych oraz zamieszczonymi zrzutami ekranu.
Opis realizacji kazdego zadania moze konczy¢ sie wnioskami wynikajgcymi z
przebiegu realizacji, cate sprawozdanie powinno konczyc sie wnioskami
dotyczgcymi catosci tematu.




