Modelowanie matematyczne w nhauce i technice
LAB 11. Rozwigzywanie probleméw nieliniowych metoda elementéw skoriczonych

Wstep

Liniowe problemy brzegowe (i poczatkowo-brzegowe) to takie zadania, w ktorych funkcje
niewiadome (i ich pochodne) wystepujg odrebnie w pierwszej potedze w poszczegdblnych
wyrazach réwnania rézniczkowego i w warunkach brzegowych, a wspoétczynniki réwnan i
warunkéw brzegowych nie zalezg od funkcji niewiadomych (i ich pochodnych).

Wszystkie dotychczas rozwazane zagadnienia byty liniowe. Przykladami zagadnien
nieliniowych moga by¢ problemy przewodnictwa cieplnego ze wspotczynnikiem
przewodnictwa zaleznym od temperatury lub problemy uwzgledniajgce warunek brzegowy
radiacji, w ktérym pojawia sie temperatura w czwartej potedze.

Rozwigzanie zagadnienia liniowego za pomocg MES wymaga zastosowania
standardowych procedur prowadzacych do uktadu réwnan liniowych — rozwigzanie
pojedynczego uktadu daje aproksymacije rozwigzania doktadnego.

W przypadku zastosowania standardowych procedur (uzyskanie sformutowania stabego,
zamiana sformutowania stabego na uktad réwnan algebraicznych) dla zagadnienia
nieliniowego, otrzymany uktad réwnan jest ukladem réwnan nieliniowych. Rozwigzanie
takiego uktadu wymaga zastosowania jednej z technik iteracyjnych, takich jak metoda
Newtona, Picarda, lub jedna z wielu innych.

W ramach laboratorium bedziecie Panstwo badac uzyskiwanie rozwigzania przyblizonego
MES dla nieliniowego problemu z wspétczynnikiem przewodnictwa cieplnego zaleznym od
temperatury. Procedura, bedaca zastosowaniem metody iteracji Picarda, polega na
zadaniu pewnej temperatury poczatkowej (moze to by¢ 0, moze tez dowolna inna funkcja,
dla ktérej przewiduje sie, ze bedzie zblizona do ostatecznego rozwigzania) i uruchomieniu
procesu uzyskiwania kolejnych przyblizen rozwigzania problemu nieliniowego. W kazdej
iteracji przyjmuje sie wspétczynniki w uktadzie rownan obliczone dla temperatury uzyskanej
w poprzedniej iteracji i znajduje kolejne przyblizenie temperatury, poprzez rozwigzanie
ukfadu rownan, ktory dzieki takiej strategii staje sie uktadem liniowym (Lecture 3, slajd 12).

Celem procesu jest uzyskanie zbieznosci — zbieznosci sekwencji rozwigzan uktadow
réwnan liniowych do rozwigzania uktadu réwnan nieliniowych. Po kazdej iteracji obliczana
jest norma (maksymalna) z réznicy pomiedzy rozwigzaniem aktualnym i rozwigzaniem z
poprzedniej iteracji. Celem jest osiggniecie sytuacji kiedy rozwiazania w kolejnych
iteracjach nie ulegajg juz zmianie, czyli kiedy rozwigzania zbiegty sie do rozwigzania
problemu nieliniowego. W praktyce, nawet jesli proces jest zbiezny, nie prowadzi sie go do
granic doktadnosci dla btedu zaokraglen, ale przerywa, gdy norma réznicy pomiedzy
rozwigzaniami w kolejnych iteracjach spada ponizej pewnej granicy. Granice te zadaje sie
w pliku konfiguracyjnym, dostosowujac do specyfiki rozwigzywanego problemu.

Nie zawsze metody iteracyjne rozwigzywania zagadnien nieliniowych prowadza do
zbieznych procesow. Dla probleméw silnie nieliniowych proces moze byc¢ rozbiezny —
rozwigzania w kolejnych iteracjach nie zblizajg sie do rozwigzania problemu nieliniowego,
norma réznicy miedzy nimi nie maleje, a czasami wrecz rosnie. Czestym rozwigzaniem w
takich przypadkach jest potraktowanie rozwigzania problemu nieliniowego jako granicy,
stanu ustalonego, dla pewnego procesu zmiennego w czasie. Uzyskanie takiego
rozwigzania wymaga zastosowania metod symulacji zagadnien zmiennych w czasie
(catkowania po czasie) i bedzie przedmiotem jednego z kolejnych laboratoriow.

W ramach obecnego laboratorium nie bedzie wykonywane rzeczywiste catkowanie po
czasie, jednak ze wzgledu na organizacje kodow ModFEM, gdzie rozwigzanie problemu
nieliniowego jest wbudowanego w procedure catkowania po czasie, w celu rozwigzania
zadania nieliniowego konieczne jest rozwigzania zadania w pojedynczym kroku czasowym.
Strategia taka byla juz wczes$niej uzywana do uzyskania rozwigzania zadania liniowego.



1. Zadanie 1. (obowigzkowe) Rozwigzanie stacjonarnego liniowego problemu
przewodnictwa cieplhego procedura z catkowaniem po czasie i rozwigzaniem uktadu
réwnan nieliniowych

1.1.
1.2.

Prosze utworzy¢ katalog lab_11
Punktem wyjscia dla badania procedur rozwigzywania problemow nieliniowych

jest proste zadanie przewodnictwa cieplnego z laboratorium 6. Pliki konfiguracyjne tego

zadania (problem_heat .dat, bc_heat.dat) nalezy skopiowa¢ do katalogu
lab_11.

1.3.

W trakcie laboratorium do wszystkich zadan nalezy uzywaé wersji kodu:

MOD_FEM_ heat_prism2d_std (modelowane jest zadanie 2D z pojedyncza, cienka
warstwa elementéw).

1.4.

Jako wstep do ¢wiczen nalezy uruchomi¢ program dla konfiguracji z

laboratorium 6, dokonujac tylko (jesli trzeba) kilku modyfikacji (parametry nie opisane
ponizej pozostajg bez zmian):

a) w pliku problem_heat .dat:

nowa nazwa zadania, np. problem_nieliniowy - konieczne, zeby
wytaczy€ zmiany dokonane w poprzednich laboratoriach
reference_temperature i ambient_temperature — 300 (w przypadku

opciji :

field_file_in = "i"; jako temperatura poczatkowa przyjmowana jest
warto$¢ ambient_temperature)

materials_file = ""; - pusta hazwa pliku z danymi materialowymi, co

powoduje wczytanie zadanych ponizej w pliku problem_heat .dat

wspétczynnikow, w tym wspétczynnika przewodnictwa cieplnego

thermal_conductivity (W dalszej czesci przyjeta jest wartoS¢ przyktadowa

35)

w parametrach catkowania po czasie (time integration)

* final_timestep = 1; - dla zadan w obecnym laboratorium zaktada sie,
ze wystarczy jeden krok czasowy do rozwigzania zadania — takze
nieliniowego

w parametrach rozwigzywania uktadow réwnan nieliniowych:

* max_nonl_iter = 100; - maksymalna liczba iteracji przy rozwigzywaniu
uktadu réwnan nieliniowych (powoduje przerwanie obliczen po 100
iteracjach w przypadku braku lub zbyt wolnej zbieznosci)

* nonl_error_tolerance = 1.0e-6; - blgd w normie maksymalnej
bedacy granicg uznania procesu iteracyjnego za zbiezny (w tym wypadku
zaklada sie, ze proces zostanie przerwany, kiedy réznica w dowolnym wezZle
siatki MES pomiedzy rozwigzaniami w kolejnych iteracjach spadnie ponizej
1.0e-6 (co jest dos¢ wygorowanym oczekiwaniem z praktycznego punktu
widzenia)

* nonl_monitoring_level = 3; -jak w wieluinnych miejscach w
ModFEM, parametr sterujgcy poziomem (liczbg) wydrukéw

w parametrach rozwigzywania uktadéw rownan liniowych:

* linear_solver_type = 0; - solwer bezposredni dla matych zadan
powoduje najmniej ktopotow (nie wymaga ztozonej konfiguraciji)

* solver_file = ""; - solwer bezposredni najczesciej jest uzywany z
ustawieniami domyslnymi

* 1lin_solv_monitoring level = 0; - dla obliczeh w obecnym
laboratorium nie potrzeba informaciji i statystyk z solwera liniowego

(jako alternatywe mozna pobraé ze strony przedmiotu przyktadowy plik dla siatki
testowej i podstawic tylko swoja nazwe pliku siatki)

b) w pliku be_heat .dat



* nalezy zachowac specyfike warunku brzegowego (chtodzenie, grzanie, izolacja),
jednak dla grzania i chtodzenia przyja¢ warunek statej temperatury (isothermal),
dla chtodzenia — 300, a dla grzania — 400

1.5. W otrzymanej konfiguracji, prosze rozwigzaé¢ zadanie i zapisa¢ wynik opcja 'v'

Zadanie nalezy rozwigzac¢ opcjg 't'. Powoduje to wejscie do procedury catkowania
po czasie (ktorej elementem jest rozwigzanie uktadu réwnan nieliniowych). Dzieki
przyjeciu 1 kroku czasowego (o wielkim rozmiarze w celu modelowania zagadnienia
stacjonarnego) procedura rozwigzania jest uruchamiana tylko raz (warunek poczatkowy
jako temperatura startowa i efekt procedury jako rozwigzanie po jednym kroku
czasowym) .

1.6. Nalezy zwrdci¢ uwage na informacje pojawiajace sie w linijkach (po kazdej
iteracji kodu rozwigzywania uktadéw réwnan nieliniowych — solwera nieliniowego):

After linear solver in nonlinear iteration 0

Solution difference norm (u_k, prev. u_k): 99.99 (limit 0.000001)

After linear solver in nonlinear iteration 1
Solution difference norm (u_k, prev. u_k): 0.0000 (limit 0.000001)

oraz
After non-linear solver in time step 1
Solution difference norm (u_n, prev. u_n): 99.99 (limit 0.000001)

Pierwsza méwi o normie r6znicy miedzy rozwigzaniami w kolejnych iteracjach procesu
rozwigzania uktadu réwnan nieliniowych.

Druga o przebiegu modelowania w czasie — normie r6znicy miedzy rozwigzaniami w
kolejnych krokach czasowych.

Prosze zaobserwowad, ze dla rozwigzywanego problemu, ktéry jest zadaniem
liniowym, zbieznos$¢ procesu iteracyjnego rozwiazywania uktadu réwnan nieliniowych
nastepuje juz po pierwszej iteracji (norma réznicy rozwigzan po pierwszej i drugiej
iteraciji jest praktycznie réwna 0), co komunikowane jest wydrukiem:

Convergence in non-linear iterations: 0.000000 < 0.000001 -breaking

1.7. Jako dodatkowe sprawdzenie mozna uruchomic¢ zadanie z dwoma krokami
czasowymi (final_timestep = 2;). Ze wzgledu na to, ze zadanie jest stacjonarne
norma réznicy rozwigzarn po jednym i po dwoch krokach czasowych takze powinna by¢
praktycznie rowna 0 (odpowiedni zrzut ekranu moze pojawic sie w sprawozdaniu)

. Zadanie 2 (obowiazkowe - na 3.0). Badanie zbieznos$ci rozwigzan w metodzie
iteracyjnej Picarda dla problemu przewodnictwa cieplhego z prosta nieliniowoscia
materiatowa.

2.1. Nieliniowo$¢ materiatowa (charakterystyki materialowe zalezne od wartosci
temperatury) mozna zada¢ w programach ModFEM przez wprowadzenie plikow
konfiguracyjnych z danymi materialowymi materials.dat

2.2. Na stronie przedmiotu znajduje sie plik z przyktadowymi danymi, ktéry nalezy
skopiowac do katalogu roboczego lab_11. Pierwszy materiat charakteryzowany w
pliku (Test_material) bedzie podstawg badan w ramach laboratorium, drugi jest
przyktadem rzeczywistych parametréw pewnego rodzaju stali

2.3. Zmiana w pliku konfiguracyjnym problem heat .dat zmiennej
materials_file (ktéra powinna teraz wskazywac na plik materials.dat), przy
pozostawieniu w pliku materials.dat tych samych wartosci, ktére byty zadane w
pliku problem_heat .dat, powinna prowadzi¢ do identycznego rozwigzania problemu
jak w p.1. Taka postac pliku materials.dat bedzie podstawg dalszych testoéw



a) identyczno$c¢ takg nalezy sprawdzi¢ jako wstepne zadanie — sprawdzenie
poprawnosci sktadniowej pliku materials.dat

b) w wydruku danych wejsciowych (przed wejsciem do menu gtéwnego) zamiast
dotychczasowej informacji:
no file with materials configuration (data in problem_heat.dat)
single material data (not temperature dependent)
thermal_conductivity: 35.000000

powinien pojawi¢ sie wydruk:

materials configuration file: materials.dat
HEAT material database or file read
material data at reference temperature

material number: 0
reference temperature: 300.000000
thermal_conductivity: 35.000000

(odpowiednie zrzuty ekranu z wydrukami powinny pojawi¢ sie w sprawozdaniu)

2.4, W pierwszym kroku wprowadzania nieliniowosci do problemu rozwigzane bedzie
zadanie z prostg liniowg zaleznoscig wspotczynnika przewodnictwa cieplnego od
temperatury (ta liniowa zalezno$¢ wspétczynnika prowadzi do nieliniowego réwnania
rézniczkowego i catego problemu).

2.5. Nalezy wykorzystac¢ spos6b zadawania zaleznosci wspoétczynnikéw od
temperatury w plikach materials.dat jako funkcji kawatkami liniowej. Pierwszy
przypadek liniowej zaleznosci dla catego zakresu temperatur w przyktadzie (od 300 do
400) uzyskuje sie przez zadanie:

thermal_conductivity = ( (300.0, 3.5), (400.0, 35.0) );

(przyjety jest 10-krotny wzrost wspoétczynnika — wieksze réznice moga juz prowadzi¢ do
trudnosci solwera nieliniowego)

2.6. Prosze uruchomi¢ zadanie i zbadaé proces zbieznosci — odczytac kolejne
wartosci normy roznicy temperatury w poprzedniej i aktualnej iteracji, podawane w linii:

Solution difference norm (u_k, prev. u_k):

Odczytane wartosci nalezy zapisa¢ w tabelce i stworzy¢ na ich podstawie odpowiedni
wykres (na osi x numer iteracji, na osi y nhorma btedu).

3. Zadanie 3 (na 4.0). Badanie zbieznosci rozwigzan w metodzie iteracyjnej Picarda dla
problemu przewodnictwa cieplnego z roshacym stopniem nieliniowosci
materiatowe;.

3.1. Zadanie polega na rozwigzywaniu kolejnych przypadkéw, w ktérych zmienia sie
charakter zaleznosci wspétczynnika przewodnictwa cieplnego od temperatury, w taki
sposob, ze zalezno$c¢ staje sie coraz bardziej nieliniowa. Zamiast jednostajnej zmiany
wspotczynnika w zakresie od 300 do 400 stopni, wspotczynnik pozostaje staty w
pewnym zakresie, po czym gwaittownie ro$nie i znéw pozostaje staly. Zadana jako
funkcja kawatkami liniowa zalezno$¢ powinna wygladaé nastepujaco:

thermal_conductivity=((300.0,3.5), (300.0+dT,3.5), (400.0-dT,35.0),
(400.0,35.0));

gdzie dla kolejnych zadanh nalezy przyjmowac kolejno 4T = 10, 20, 30.

3.2. Zaobserwuj zmiane szybkosci zbieznosci rozwigzan w kolejnych iteracjach
metody Picarda w miare rosnacej nieliniowosci w zaleznosci wspotczynnika
przewodnictwa od temperatury. lle potrzeba iteracji do uzyskania zbieznosci dla AT =
10, 20,30 ?



3.3. Jako dodatkowe zadanie pokazujgce ograniczone mozliwosci metody iteracji
Picarda mozna uruchomic¢ program dla wiekszych wartosci parametru dT (oczywiscie
mniejszych od 50) i zobaczy¢, ze w pewnym momencie proces rozwigzania przestaje
by¢ zbiezny (wartos¢ normy bfedy przestaje sie zmniejszac lub wrecz rosnie).

3.4. Wyniki eksperymentéw zamies¢ w tabelce o formacie:

Stopien nieliniowosci Liczba iteracji do uzyskania zbieznoSci

(300.0,3.5), (400.0,35.0)

(310.0,3.5), (390.0,35.0)

itd.

W ostatnim wierszu umiesé parametry pierwszego zadania dla ktérego nie udato sie
uzyskac zbieznoSci

4. Zadanie 4 (na 5.0). Zwiekszanie doktadnos$ci rozwigzania problemu poprzez
jednorodna i automatyczna adaptacje siatki

4.1. Dla przypadku:
thermal_conductivity=((300.0,3.5), (330.0,3.5), (370.0,35.0), (400.0, 35.0));

przeprowadz proces zwiekszania doktadnosci rozwigzania poprzez adaptacije siatki.
Procedura ta w ostatecznosci doprowadzitaby do zbieznos$ci rozwigzania MES do
rozwigzania doktadnego nieliniowego procesu opisywanego przez rbwnania
rézniczkowe (z doktadnoscig do btedu zaokraglen).

4.2. Jako pierwszg nalezy zastosowac jednorodng adaptacje siatki. Procedura
polega na kilkukrotnym (np. pieciokrotnym — do uzyskania rozwigzania w fikcyjnym
kroku czasowym 6, na szOstej siatce) wykonaniu sekwencji wyboréw z menu:

a) 't' —rozwigzanie na aktualnej siatce, w przypadku kolejnych rozwigzan nalezy
wskazac, ze chcemy rozwigzac jeden krok czasowy o niezmienionej dtugosci
(dtugos¢ kroku czasowego jest tak duza, zeby za kazdym razem symulowac
uzyskanie stanu ustalonego — mozna traktowac rozwigzania w kolejnych krokach
czasowych, na kolejnych siatkach jako zupetnie odrebne procesy stacjonarne)

b) 'z' — obliczenie oszacowania btedu aproksymacji metoda Zienkiewicza-Zhu

¢) 'm' (z parametrem -1) — jednorodna adaptacja siatki (podziat kazdego elementu
ha 4 mniejsze, ze wzgledu na modelowanie zadania 2D)

[ nie nalezy przekraczac liczby stopni swobody 100 000 |
d) po ostatniej adaptacji nalezy rozwigza¢ zadanie ('t '), obliczy¢ oszacowanie btedu
("z") i zapisa¢ wynik w pliku do wizualizacji ('v' - plik heat_000006.vtu)
e) w trakcie przeprowadzania obliczen prosze zapisa¢ w postaci tabeli dla kazdej
nastepnej siatki:
* liczbe wierzchotkdéw/weztow/stopni swobody/niewiadomych/funkcji bazowych
e 0szacowanie normy bledu
4.3. W kolejnym kroku prosze przeprowadzi¢ proces z uzyciem automatycznej
adaptacji. Polega ona na wykorzystaniu metody Zienkiewicza-Zhu do oszacowania
btedu w kazdym elemencie, a nastepnie dokonania podziatu tych elementéw, gdzie
btad jest najwiekszy. Tym razem procedura polega na kilkukrotnym (np.

siedmiokrotnym, czyli az do uzyskania rozwigzania w 8 (fikcyjnym) kroku czasowym na
0smej siatce) wykonaniu sekwencji wyboréw z menu:

a) 't' -rozwigzanie na aktualnej siatce,

b) 'z' — obliczenie oszacowania btedu aproksymacji metoda Zienkiewicza-Zhu




c) 'a' —automatyczna procedura adaptacji, z oszacowaniem btedu w elementach i
podziale elementéw z najwiekszym btedem (na 4 mniejsze, ze wzgledu na
modelowanie zadania 2D)

[ nie nalezy przekraczac liczby stopni swobody 100 000 |

d) po ostatniej adaptacji nalezy rozwigzac zadanie ('t '), obliczy¢ oszacowanie btedu
(*z") izapisa¢ wynik w pliku do wizualizacji ('v' — np. plik heat_000008 . vtu)

e) w trakcie przeprowadzania obliczenh prosze zapisa¢ w postaci tabeli dla kazdej
nastepnej siatki:

* liczbe wierzchotkéw/weztow/stopni swobody/niewiadomych/funkcji bazowych
e 0szacowanie normy btedu
4.4, Jako ostateczny efekt badania prosze umiesci¢ w sprawozdaniu:

a) wizualizacje rozwigzania na siatce z jednorodnymi adaptacjami — dwa obrazki:
rozwigzanie (opcje: "temperature" i "Surface" w Paraview) oraz siatki (opcje
"Solid color" i "Surface With Edges")

b) wizualizacje rozwigzania na siatce z automatycznymi adaptacjami — dwa obrazki:
rozwigzanie (opcje: "temperature" i "Surface" w Paraview) oraz siatki (opcje
"Solid color" i "Surface With Edges")

c) wykres zbieznosci MES (zaleznosci normy btedu od liczby stopni swobody) z
dwoma krzywymi — jedna dla sekwencji siatek z jednorodng adaptacjg i drugg dla
sekwenciji siatek z automatyczng adaptacjg

d) dla potwierdzenia, ze adaptacje sg dokonywane w miejscach duzej drugiej
pochodnej rozwigzania mozna stworzy¢ wykres profilu rozwigzania wzdtuz prostej
("Plot Over LIne"), tak dobranej, zeby przecina¢ miejsca gdzie dokonane zostaty
najgestsze podzialy

* wazne jest zeby linia przebiegata od jednego brzegu Dirichleta do
drugiego, caly czas wewnatrz obszaru obliczeniowego, co pozwala na
wstepna kontrole poprawnosci wyniku

* koniecznie nalezy wysSwietlaé tylko wartosci temperatury (wytgczyc
group_id, material_id itp.)

Tabela kontrolna samooceny

Zadanie (skrécony opis) OCENA wiasna | OCENA prowadzgcego
w % (0-100) w % (0-100)

Zadanie 1

Zadanie 2

Zadanie 3

Zadanie 4

£ ACZNIE (400):

OCENA KONCOWA: | e

Sprawozdanie powinno zawieraé opis realizacji wszystkich zadan zawartych w temacie,
wraz z oméwieniem podstaw teoretycznych, odpowiedziami na pytania, wydrukami kodu i
plikbw konfiguracyjnych oraz zamieszczonymi zrzutami ekranu. Opis realizacji kazdego
zadania moze konczy¢ sie wnioskami wynikajacymi z przebiegu realizacji, cate
sprawozdanie powinno konczy¢ sie wnioskami dotyczacymi catosci tematu.




