Modelowanie matematyczne w nauce i technice
LAB 10

1. Wstep

Metoda elementéw skonczonych jako metoda aproksymacji rownan rézniczkowych
(czgstkowych w 2D i 3D) produkuje rozwigzania réznigce sie zazwyczaj od
rozwigzan doktadnych (analitycznych). Btedy moga by¢ spowodowane samg naturg
dyskretyzacji MES, przyblizonym odwzorowaniem obszaru za pomoca siatki MES
czy tez przyblizonym okres$leniem parametrow réwnania (danych materiatowych).

[ Nalezy takze pamietac, ze samo rozwigzanie analityczne (doktadne) rownania
rézniczkowego rézni sie od modelowanego rzeczywistego procesu lub stanu —
wprowadzajgc btgd modelowania ]

Wazng cecha aproksymacji MES jest fakt, ze btad dyskretyzacji (zaktadajac
doktadne odwzorowanie obszaru i doktadne dane materiatowe) jest funkcjg
rozmiaru elementéw — im mniejsze elementy, tym rozwigzanie MES blizsze
rozwigzaniu doktadnemu.

Dokfadna posta¢ wzoru okreSlajgcego zaleznos¢ btedu aproksymacji MES od
parametréw dyskretyzacji (Lecture 4, slajd 12) pokazuje, ze dodatkowo btad
aproksymacji wyzszego rzedu (z uzyciem funkcji ksztattu bedacych wielomianami
wyzszego stopnia) nie tylko jest mniejszy niz dla aproksymaciji liniowej, ale takze
szybciej zbiega do zera wraz z malejgcym rozmiarem elementéw.

W trakcie laboratorium bedziecie Panstwo badali zalezno$¢ btedu dyskretyzacji
MES dla zadanego problemu ze znanym rozwigzaniem doktadnym od rozmiaru
elementéw i stopnia aproksymacji MES.

Problemem jest proste zadanie czystej dyfuzji ze statym wspétczynnikiem réwnym
1, a wiec réwnanie Poissona (rownanie Laplace'a z niezerowg prawag strong), w
obszarze kostki jednostkowej 1x1x1.

Zadanie zostanie wykonane z wykorzystaniem modutu problemowego ModFEM dla
zagadnien konwekcji-dyfuzji (conv-diff).

2. Zadanie 1 [obowigzkowe]

1. Pierwszym krokiem zadania jest utworzenie plikbw binarnych wersji ModFEM
dla zagadnien konwekcji-dyfuzji. Jak zwykle budowanie kodu nalezy
przeprowadzi¢ w katalogu przechowujgcym aktualng wersje programu (najlepiej
jesli jest to ~/ModFEM)

Bedac w katalogu mod£em2015 nalezy zmodyfikowac plik konfiguracyjny kompilacji
src/cmake/Platforms/imie_nazwisko.cmake zmieniajgc nastepujgce

linie:

B o mm e e e eeeoeeeoaoo- CONV_DIFF ---mmmmmmmmmmmmmmmmmeemee oo #
set (CREATE_MOD_FEM_CONV_DIFF_PRISM_STD TRUE) #Set TRUE or FALSE
set (CREATE_MOD_FEM_CONV_DIFF_PRISM_STD_QUAD TRUE)  #Set TRUE or FALSE
set (CREATE_MOD_FEM_CONV_DIFF_HYBRID_STD FALSE) #Set TRUE or FALSE
set (CREATE_MOD_FEM_CONV_DIFF_HYBRID_STD_QUAD FALSE) #Set TRUE or FALSE
set (CREATE_MOD_FEM_CONV_DIFF_PRISM2D_STD FALSE) #Set TRUE or FALSE
set (CREATE_MOD_FEM_CONV_DIFF_PRISM2D_STD_QUAD FALSE) #Set TRUE or FALSE
set (CREATE_MOD_FEM_CONV_DIFF_PRISM_DG TRUE ) #Set TRUE or FALSE
set (CREATE_MOD_FEM_CONV_DIFF_HYBRID_DG FALSE) #Set TRUE or FALSE

set (CREATE_MOD_FEM_CONV_DIFF_PRISM2D_DG FALSE) #Set TRUE or FALSE



Pozostate linie powinny pozosta¢ bez zmian

[ dla utatwienia wykonywania dalszych czesci zadania mozna wytgczy¢ drukowanie

statystyk przez solwer PARDISO, zmiana w linii 205 pliku

src/lsd_mkb/lsd_mkb_pardiso/lss_mkb_pardiso.c, zamiast

int msglvl = 1;

nalezy ustawic

int msglvl = 0; ]

2. Po przeprowadzeniu kompilacji w odpowiednim podkatalogu katalogu
bin_cmake (za pomoca make, bez budowania catego kodu od nowa), powinny
pojawic sie w nim dodatkowe pliki binarne: MOD_FEM_conv_diff prism_dg,
MOD_FEM conv_diff prism_std,

MOD_FEM conv_diff prism_std_quad

3. Prosze nastepnie do wczesniej utworzonego katalogu na serwerze (~/lab_10)
przekopiowac pliki siatki z katalogu z przyktadowym zadaniem
,/home/students/ModFEM/1lab_10_example” oraz plik
problem_conv_diff.dat ze strony przedmiotu.

4. Plik konfiguracyjny stosowany z tym modutem problemowym jest inny niz dla
zadania przewodnictwa cieplnego, cho¢ wiekszo$¢ parametrow powtarza sie w
innej tylko konfiguracji. Na potrzeby zaje¢ dokonywane beda zmiany w dwéch
sekcjach pliku:

MESH_FILE

MESH_FILE

mesh_prism_2_elems.dat mesh_prism_2_ elems.dat mesh_prism_16_elems.dat
mesh_prism_128_elems.dat mesh_prism_1024_elems.dat
mesh_prism_8192 elems.dat mesh_prism_65536_elems.dat

Wybor pliku siatki polega na zmianie pierwszego pliku na liscie, program odczytuje
jego nazwe pomijajac nazwy pozostatych pliki (do konca linii).

PDEG

PDEG

101 101 - LIN + LIN GEO / 1301 - LIN-BUBBLE + LIN GEO / 1501 -
QUAD HIERARCHICAL + LIN GEO / 201 - QUAD + LIN GEO / 202 - QUAD + GEO
QUAD shape function local and base

Wybér stopnia aproksymaciji polega na umieszczeniu jako pierwszego w linii,
symbolu odpowiedniej formy aproksymacji rozwigzania oraz geometrii obszaru
(brzegu elementow). Dostepne sg nastepujace warianty aproksymacii:

101 - aproksymacja liniowa tak dla rozwigzania, jak i dla geometrii elementow
(stopien wielomianu p=1 — doktadnie: aproksymacja dla bokéw tréjkatnych i ich
funkcji ksztattu jest liniowa, a dla bokdéw prostokgtnych dwuliniowa)

1301 - aproksymacja liniowa ze stopniem ‘bubble’ dla rozwigzania i liniowa
aproksymacja dla geometrii

1501 - kwadratowa hierarchiczna aproksymacja dla rozwigzania i liniowa
aproksymacja dla geometrii

201 - kwadratowa aproksymacja dla rozwigzania i liniowa aproksymacja dla
geometrii

202 - kwadratowa aproksymacja dla rozwigzania i geometrii




3. Zadanie 2 [obowiazkowe] — badanie stopnia zbieznosci rozwigzania MES do
rozwigzania doktadnego dla rozwazanego problemu Poissona, z btedem
mierzonym w normie H1.

Dla skopiowanego ze strony przedmiotu pliku problemowego prosze uruchomié
program ‘MOD_FEM_conv_diff_prism_std’ z poziomu katalogu z przyktadem.

1. Dla siatki poczatkowej (2 elementy, 8 wierzchotkdw, 8 stopni
swobody/niewiadomych w uktadzie rownan) nalezy wykonac sekwencje
operacji:

1. rozwigzanie zadania (opcja 's"')

2. obliczenie normy btedu na podstawie znajomosci rozwigzania doktadnego
(opcja 'e")

3. obliczenie oszacowania normy btedu na podstawie znajomosci aktualnego
rozwigzania, dla ktérego konstruuje sie przyblizenie drugiej pochodnej
rozwigzania doktadnego (metoda Zienkiewicza-Zhu - opcja 'z")

4. wpisanie parametréw zadania: liczba elementéw, rozmiar elementu
(mierzony wzdtuz krawedzi obszaru — dla siatki poczatkowej réwny 1), liczba
wierzchotkow, liczba weztéw MES = liczba stopni swobody = liczba
niewiadomych w uktadzie rownan liniowych, a takze wynikow dotyczacych
doktadnosci rozwigzania: normy btedu rzeczywistego w normie L2 i H1 oraz
oszacowania normy btedu metoda Zienkiewicza-Zhu do tabelki o formacie:

symbol liczba rozmiar liczba liczba stopni btad w normie | btad w normie | oszacowanie
pdeg elementéw | elementéw | wierzchotkéw | swobody NDOF |L2 H1 normy btedu ZZ
101 2 1 8 8

Parametry zadania nalezy znalez¢ w odpowiednich miejscach wydruku w
terminalu.

2. Nastepnie nalezy dokonac jednorodnej adaptacji siatki (opcja 'm', parametr -1)
i powtorzyC wszystkie kroki (opcje 's', 'e', 'z') ha nowej siatce (rozmiar
elementu obliczamy nadal wzdtuz krawedzi obszaru — zauwazajgc, ze kazdy
podziat siatki zmniejsza rozmiar dwukrotnie)

3. Powyzsze operacje, wraz z wpisaniem danych do tabelki prosze powtérzy¢ dla
kolejnych siatek uzyskiwanych przez jednorodna adaptacje, az do siatki o
65536 elementach

1. rozwigzanie na najwiekszej siatce mozna zwizualizowac¢ w ParaView i
odpowiednie zrzuty ekranu umiesci¢ w sprawozdaniu (funkcja doktadna
bedaca rozwigzaniem jest wersjg 3D funkcji wyktadniczej "dzwonowej" f(x) =
exp(-x"2)

4. Na podstawie wynikow z tabelki nalezy utworzy¢ wykres zalezno$ci normy btedu
H1 i oszacowania ZZ normy btedu od liczby stopni swobody NDOF:
1. naosi x w skali logarytmicznej liczba stopni swobody
2. naosiy w skali logarytmicznej norma btedu — dwie krzywe: dla H1 i ZZ

3. W sprawozdaniu, we wnioskach dla zadania 1 nalezy przedstawic
obserwacje jak dobrze oszacowanie ZZ przybliza rzeczywistg norme btedu
H1 — od czego zalezy jakosSC przyblizenia?




4. Zadanie 3 [obowiazkowe] — badanie stopnia zbieznosci rozwigzania MES do
rozwigzania doktadnego dla rozwazanego problemu Poissona, z btedem
mierzonym w normie H1 i L2, dla r6znych stopni aproksymaciji

1. Wszystkie zadania w tym i kolejnych punktach nalezy rozwigzywac wersjg
ModFEM z pliku MOD_FEM_conv_diff_prism_std_quad

2. W zadaniu dokonywane sg modyfikacje pliku problem_conv_diff.dat i po
kazdej modyfikacji uruchamiany jest kod z sekwencjg opcji 's', 'e'

[ kazdorazowa modyfikacja polega tylko na zmianie pliku siatki poczgtkowey -
kolejne siatki w zadaniu 3 nie sg uzyskiwane przez adaptacje siatki
poczatkoweyj, ale sg wczytywane (niemniej doktadnie odpowiadajg one siatkom
Z zadania 2 uzyskiwanym przez adaptacje siatki poczatkowej) |

3. Wszystkie uruchomienia w zadaniu 3 stosujg aproksymacje kwadratowg
(wielomiany drugiego stopnia jako funkcje ksztattu) — opcja PDEG = 201 (lub 202
- réznig sie tylko sposobem aproksymacji geometrii elementow, skoro elementy
sg liniowe rozwigzanie jest identyczne)

4. Nalezy wczytywac kolejne siatki — opcja MESH_FILE w pliku
problem_conv_diff.dat z odpowiednim wyborem pliku siatki.

5. Dla kazdej siatki nalezy wypetnic kolejny wiersz tabelki:

symbol pdeg |liczbha rozmiar liczba liczba stopni btad w normie L2 | blad w normie H1
elementéw | elementéw | wierzchotkéw swobody NDOF
201 2 1 8 27

6. Powyzsze operacje, wraz z wpisaniem danych do tabelki prosze powtérzy¢ az
do siatki o 65536 elementach

7. Na podstawie wynikdéw z powyzszej tabelki oraz tabelki dla pdeg=101 nalezy
utworzy¢ wykres zaleznosci normy btedu H1 od rozmiaru elementéw

[ poréwnanie jest mozliwe poniewaz dla obu rzeddéw aproksymacji (liniowej, p=1,
I kwadratowej, p=2) rozwigzania sg uzyskiwane na tych samych siatkach |

8. Opcje wykresu:
1. na osi x w skali logarytmicznej rozmiar elementéw
2. naosiy w skali logarytmicznej norma btedu — dwie krzywe: dla
aproksymacji liniowej (pdeg — 101) i kwadratowej (pdeg — 201)

9. Prosze dokona¢ analizy rzedu zbieznosci aproksymacji MES do
rozwigzania doktadnego. Nalezy na wykresach zaznaczy¢ doktadng siatke linii
wzdiuz osi x i y, a nastepnie odczyta¢ nachylenie krzywych dla pdeg 101 i 201 —
krzywe powinny by¢ zblizone do prostych, a kgt nachylenia wynikac z proporcji
przyrostu na osi X i 0si y

[ proporcje te mozna takze wyczyta¢ wprost z tabelek — kazda nastepna siatka
ma elementy dwa razy mniejsze, ile razy mniejszy staje sie btad przy
dwukrotnym zmniejszeniu rozmiaru elementow? (dla mniejszych siatek rzad
moze zmieniac sie, dla wiekszych siatek rzad powinien byc¢ juz niezmienny — w
analizie nalezy uwzgledni¢ rzad zbieznos$ci na najwiekszych siatkach) ]
Jakiej postaci funkcji potegowej odpowiada krzywa dla aproksymaciji
liniowej i kwadratowej — podaj wzér wynikajacy z eksperymentu (tabelek i
wykresu) i poréwnaj z postacia oszacowania teoretycznego




[ oszacowanie teoretyczne jest wzorem zawierajacym norme btedu, statg C,
charakterystyczny rozmiar elementu h i stopienn wielomianu aproksymujacego p ]

5. Zadanie 4 [4.0] — badanie powyzsze (punkt 4.7) nalezy powtorzy¢ dla danych z
tabelek dotyczacych normy L2

1. Nalezy miedzy innymi stworzy¢ drugi wykres: zalezno$ci normy btedu L2 od
rozmiaru elementéw (w taki sam sposob jak dla H1)

2. Jaki jest rzad zbieznosci aproksymacji MES dla badanego zadania przy
pomiarze btedu w normie L2, w stosunku do normy H1 (przy tych samych
parametrach aproksymacji)?

3. Jaki wniosek mozna stad wysnuc — co jest trudniej aproksymowac: samg
funkcje, czy jej pochodne?

6. Zadanie 5 [5.0] — badanie powyzsze (caly punkt 4 i 5) prosze powtérzy¢ dla
aproksymacji z funkcjami ksztattu hierarchicznymi pdeg = 1501

1. Dla wartosci pdeg=1501 (1301) prosze stworzy¢ odpowiednig tabelke (jak dla
pdeg=101i 201(202) )

2. Krzywe zbieznosci dla pdeg=1501 (1301) najlepiej dodac¢ do wykreséw
utworzonychwp.4.6ip.5

3. Jak zmienia sie liczba stopni swobody i btad dla zastosowanych w kodzie
(specyficznych) hierarchicznych funkcji ksztattu, w stosunku do wartoSci
uzyskanych dla klasycznych funkcji Lagrange'a? Czy wptywa to na rzad
zbieznosci?

7. Zadanie dodatkowe - powtOrzenie badania dla specyficznej aproksymaciji z funkcjg
bubble, pdeg = 1301 — wiecej informacji w literaturze MES

8. Tabela kontrolna samooceny i sprawozdanie

Zadanie (skrécony opis) OCENA wiasna studenta w % (O- OCENA prowadzacego w % (0-
100) 100)

Zadanie 1

Zadanie 2

Zadanie 3

Zadanie 4

Zadanie 5

LACZNIE ():

Sprawozdanie powinno zawierac krotki wstep z omowieniem wzoru na
oszacowanie btedu aproksymacji MES (Lecture 4, slajd 12 — wzor z péthormg
dotyczgcag wyzszych pochodnych rozwigzania doktadnego), definicjg obszaru i
rozwigzywanego problemu brzegowego (Poissona) — takze z oméwieniem.




Powinny znalez¢ sie w nim zrzuty ekranu z kilku wybranych chwil podczas
procedury rozwigzywania (dla wybranych stopni wielomianéw, poziomow
zageszczenia siatki, rodzaju obliczanego btedu).

Wartosci obliczonych btedéw powinny znalez¢ sie w tabelce, na jej podstawie
nalezy stworzy¢ wykresy. Zawarte w sprawozdaniu wykresy powinny by¢
szczegOtowo omowione — ze wskazaniem rzedu zbieznosci dla danej aproksymaciji
i danej normy bitedu.



