Metody rozwiazywania rownan rozniczkowych

Zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego

Zagadnieniem poczatkowym Cauchy’ego nazywamy rownanie rézniczkowe zwyczajne
wraz z podanym warunkiem poczatkowym. Réwnanie rozniczkowe zwyczajne (pierwszego
rzedu) zapisujemy W postaci:

y'(x) = f(x,y),dlax € [a, b] 1)
gdzie: f — funkcja dwoch zmiennych.

Warunek poczatkowy jest w postaci:

y(@) = Ya @)
Pochodng y'(x) przyblizamy ilorazem réznicowym pierwszego rzedu opartym na
weztach x | x + h. Jesli funkcja y jest ciagla na przedziale [a, b] i posiada pochodna, to ze
wzoru Taylora otrzymamy:

y(x + h})l —y(x) + gyn(g),gdzie & € [x,x + h] ®)

y'(x) =

Krok rézniczkowania:

h= 4)

Gdzie: N — liczba krokow.

Dla matych warto$ci h réwnanie (3) mozna uprosci¢ do postaci:

i) =& Y0 -

Podstawiajac wzor (5) do (1) otrzymujemy:

Lub:

J’(Xi+1)h— y(x;) = Flxs ) @)

Ostatecznie:
y(xiy1) = y(x;) + hf (x5, ¥:)

xi =a+ih

(8)



Przyktad zagadnienia Cauchy’ego:
y'(x) =2x+y(x)+3,dla0 <x <3
y(0) =0

Zatem mamy dane:

1. Funkcje f(x,y), wtym przypadku f(x,y) = 2x + y(x) + 3
2. Warunek poczatkowy: y(0) =0

1) Metoda Eulera
W metodzie Eulera schemat metody dany jest wzorem:
Yiv1 = Yi ¥ hf (%, y:) ©

Przyktad

Dane jest zagadnienie Cauchy’ego:
y (@) =x*+y (10)
y(0) =0.1 (11)
Oblicz warto$¢ rozwigzania w punkcie x = 0.3 dlaN = 3 dla x € [0, 0.3].
Rozwigzanie:

Wyznaczamy warto$¢ w punkcie x = 0.3 dla N = 3 zatem h = % =0.1

Kolejne kroki obliczen:
y1 = Yo + hf (x0,¥0) = 0.1+ 0.1(0% + 0.1) = 0.11

XZ = X1 + h = 02
vy, =y, + hf (x4, y1) = 0.11 + 0.1(0.12 + 0.11) = 0.122

X3 = Xy + h =0.3
Vs = ¥y + hf (X5, y,) = 0.122 + 0.1(0.22 + 0.122) = 0.1382

Rozwigzaniem zatem jest:

y(0.3) = 0.1382



2) Metoda Rungego-Kutty (ogélny wzor):

Yi+1 = Yi + ho(x;, i, h)

(12)
y(@) =y,
Metoda Rungego-Kutty drugiego rzedu (RK2):
1
Py, h) =5 (ks + k)
13
k= f(x) (13)
k, = f(x+ h,y+ hky)
Metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu (RK4):
1
¢(x,y, h) = g(kl + Zkz + 2k3 + k4)
ki=f(xy)
_ 1 1
kz—f(x+§h,y+§hk1) (14)

1 1
ks =f(x+§h,y+5hk2)

ky=f(x+hy+ hks)



Zadanie

Napisz program, ktory rozwigze dowolne zagadnienie Cauchy’ego z dowolnym warunkiem
poczatkowym. Rownanie rozniczkowe (czyli tak naprawde funkcje f(x,y)) nalezy
zaimplementowac¢ jako odrebng funkcje. Program powinien wys$wietli¢ w konsoli:

1.

o gk w

Warunek poczatkowy

Punkt koncowy

Krok obliczen

Rozwigzanie metoda Eulera w punkcie kohcowym
Rozwigzanie metoda RK2 w punkcie koncowym
Rozwigzanie metoda RK4 w punkcie koncowym

Wyznacz rozwigzanie w punkcie x = 1 dla N = 10 dla nastepujgcych rownan:
y'(x) =x*+7y,y(0) =0.1
y'(x) =x+y,y(0)=0.1

Przeprowadz badanie zbieznosci zaimplementowanych metod (w zaleznosci od N —

zrobi¢ wykres). Uzyskane wyniki poréwnaj z wynikiem doktadnym.

Zadanie nalezy oddac na zajeciach (10p).

Sprawozdanie i plik z kodem *.cpp przesylamy do odpowiednio zdefiniowanego zadania
na platformie UPEL (np. MN-11 - grl).

Plik z kodem *.cpp przesylamy rowniez do wirtualnego laboratorium (np. WL-11).



