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Wyktad XIlI. Formy kwadratowe.

i=1j=1

Rozwazmy rzeczywista macierz symetryczng A = [a;;] stopnia n.
Funkcje F(x1,...,xn) : R" — R,

n n X1
F(xi,...,xn) = ZZaUXin = [x1,...,xn]A
cierza formy kwadratowej F.

Xn
nazywamy forma kwadratowa. Macierz symetryczna A nazywamy ma-
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Wyktad XIlI. Formy kwadratowe Przyktady.

Formy kwadratowe.

A4O0» «Fr» «Z» «E>»

£ DA
19.01.2022

3/ 17



Wyktad XIlI. Formy kwadratowe.

Okreslonos¢ formy kwadratowej

Forme kwadratowa F(xi,

...y Xp) = xT Ax nazywamy
@ dodatnio okreslona jesli F(xi,...,xn) > 0dla (x1,.

@ ujemnie okreslong jesli F(xi,...,x,) < 0 dla (xi,

o dodatnio pétokreslona jesli F(xi,...,xn) > 0;

@ ujemnie po6tokreslong jesli F(xi,...,xn) <O0;

.., xn) € R"\ {0};

..., xp) € R™\ {0};

@ nieokreslong, jesli nie zachodzi zaden z poprzednich warunkdw.

Formy kwadratowe.

A4O0» «Fr» «Z» «E>»

19.01.2022

DA
4 /17



Wyktad XllI. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;.

Niech \;(A) (i =1,...,m < n) - warto$ci wtasne macierzy A. Wéwczas:
o forma dodatnio okreslong (tzn. F(xq,..
o forma ujemnie okreslong (tzn. F(xq, .
o forma dodatnio pétokreslong (tzn. F(xq,

., Xxp) >0) <= Xi(A)>0;
..,xn) <0) <= Xi(A) <0;
oy xp) 2 0) = Xi(A) >0;
o forma ujemnie pétokreslong (tzn. F(xi,...,xn) < 0) < X;(A) <0;
o forma nieokreslong, jesli nie zachodzi zaden z poprzednich warunkdw. )

Formy kwadratowe.

A4O0» «Fr» «Z» «E>»

£ DA
19.01.2022

5 /17



Wyktad XIllI. Formy kwadratowe Przyktady.
Przyktad. CD.

F(x1,%2,x3) = —x + 2x1x2 + X3 — dxox3

0
1

—2 | = detfA-XE]=0
0 -2 0
-1-x 1 0
det[A — AE] = det 1 1-X 2| ==-X461A+4=0
0 -2 =
Forma nieokreslona (dlaczego?)
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Wyktad XIII. Przyktad. CD.
—-1-2A
det[A — AE] = det

1 0
1 1-Xx =2 |=-X+61A+4=0
0 -2 =)
Forma nieokre$lona (dlaczego?)
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Wyktad XllI. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;.
Kryterium Sylvestera
Forma kwadratowa F(xi,...,X,) z macierza A = [a;] jest dodatnio okreslong
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodace macierzy A s3 dodatnie, tzn:
a > 0, a1 d12
a

d11 412 413
o >0, | a1 axp ax |>0,..., |A| > 0.
431 432 4as3
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Wyktad XllI. Metody badania okreslonosci formy kwadratowe;.

Kryterium Sylvestera, CD

Forma kwadratowa F(xi,...,X,) z macierza A = [a;;] jest ujemnie okreslong
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodace macierzy A ®§ parzystego
stopnia s3 dodatnie, a nieparzystego — ujemne. tzn:

411 412 ai3
>0, | ax ax axs | <0,...,|A| > 0&n—liczba parzysta
a31 432 ass

a1l 412

a1 <0
" an ax

|A| < 0& n — liczba nieparzysta.
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Wyktad XIlII. Przyktad. CD.

Forma kwadratowa F(x1,x2,x3) = —xZ + 2x1x2 + x5 — dxpx3

-1
1

1

a;1 = —1<0 = NIE JEST DODATNIO OKRESLONA!
1

2 = NIE JEST UJEMNIE OKRESLONA|!
Zostato do wyboru: forma dodatnio pétokreslona?; forma ujemnie

pétokreslona?; forma nieokreslona? LICZYMY WYZNACZNIK Al
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Wyktad XIV. Przyktad. CD.

-1
Al =

-2
0 -2 0

=4 = NIE JEST dodatnio/ujemnie pétokreslona!
nieokreslona.

Zostaje : forma kwadratowa F(x1,x2,x3) = —x% + 2x1x2 + X3 — 4xox3 jest forma
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Wyktad XIII.

Dla kazdej formy kwadratowej
F(xi,...

X1
 Xn) = [X1,. .., xn]A

X1
= XTAX, X=

Xn

Xn

istnieje nieosobliwe przeksztatcenie liniowe X = PY, dla ktérego forma
kwadratowa F = XTAX = YTPTAPY przyjmue postac¢ kanoniczna

YTPTAPY = ciy? 4+ coy3 + ...+ coy?
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Wyktad XIllI. Dlaczego tak?

@ macierz symetryczna A zawsze bedzie macierza diagonalizowalng;

o dla macierzy diagonalizawalnej A istnieje odwracalna macierz P (patrz
Wyktad XI) taka ze macierz P~1AP jest macierza diagonalna, tzn

C1 o ... O
P_lAP - 0 Co 0

0 ... ¢,
@ ostatecznie

0
o dla macierzy symetrycznej, macierz P moze by¢é wybrang w taki sposéb ze
p~t=PpT,

C1 0 0 v
0 & ... 0 !

YTPTAPY =[y1,...,yn] ,
0 0

Formy kwadratowe.
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Wyktad XIlI. Przejscie do postaci kanonicznej formy kwadratowe;j.

Metoda Lagrange'a

F(Xl, X2,X3) = —X12 + 2x1xp + X22 —4xox37 = ?c1y12 + Czy22 4+ ...+ Cnys.

—x2 4 2x1%0 + X3 — dxox3 = —(Xf‘— 2x1x0) 4+ X3 — Axpx3 =

= —(x1 —x0)2 + X3+ x3 —dxpxz = —(x1 — x2)° 4+ 2(x5 — 2x0x3) =
—(x1 —x)2 4200 — x3)% —2x2 = —(x1 — x2)2 + 2(x2 — x3)% — 27
V25 -2, n=x - x,

Y2 = X2 — X3,

Y3 = X3.
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Wyktad XIlI. Metoda Lagrange’a

Besited

x12 + X22 + 2x1x0 + 4x1x3 + 2x0x3 = (X12 + 2x1x0 + 4x1x3) + X22 + 2xo0x3 =

=(x1+x+ 2X3)2 @ 4X§ — 4xox3 + X22 2XoX3 =
W

=(x1+x+ 2X3)2 — 2X0X3 — 4x32 =
1 1
(x1+x + 2X3)2—4(ZX2 +x3)% + szi/: (x1 + x2 + 2x3)%—4(=x2 + x3)° + x5
R TR
R-W5+ v n=xtet2s p=

4727
ZX2 +X3, y3=Xx.
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Wyktad XIlI. Metoda Lagrange’a
4X12 I X22 + X§ — Adxyx0 + 4x1x3 — 3xpx3 =177 |
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Dzigkujg za Uwage!
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