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Wyktad XIll. Przestrzenie liniowe. Przypomnienie

Definicja przestreni liniowej

Niepusty zbiér V' nazywamy rzeczywista (zespolona) przestrzenig li-
niowa jezeli:
@ dla dowolnych elementéw f,g € V jest oikreslona ich suma
f+geV;
o f+g=g+f - przemiennos¢ dodawania;
o (f+g)+z="f+(g+ z) - lacznos¢ dodawania;
o istnieje element neutralny 0 € V takize f +0=1f, Vf e V;
o Va € R (o € C), Vf € V okreslony jest iloczyn .- f € V;
o dla kazdego f € V, 3 element przeciwny —f € V taki ze
f+(—f)=0;
o l-f=f, af(f-f)=(apf)-f);
o (a+p)-f=a-f+8-f, a-(F+g)=a-f+a-g.
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XIl. Przestrzenie liniowe. Przypomnienie

Przyktady

© Wj[x] - zbidr wszystkich wielomianéw stopnia < n;

o W]a, b] - zbidr wszystkich wielomianéw na [a, b];

o W,[a, b] - zbidr wszystkich wielomianéw stopnia é nna [a, b];

o CJa, b]- zbiér wszystkich funkcji ciagtych na [a, b];

@ M, «m - zbidér macierzy wymiaru n x m;

o R"={X = (x1,%,...,%n) : x; €R};

o C"={Z =(z1,22,...,2) : 2z €C}. )
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XIl. Przestrzenie liniowe.

Czego jeszcze brakuje?
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XIl. lloczyn skalarny.

Niepusty V - przestrzen liniowa rzeczywistg (zespolona). lloczynem

skalarnym w przestrzeni V' nazywamy funkcje (f,g), f,g € V ktdra
spetnia warunki:

° (f.g)=(g,f) (f.g)=(gF)
(f+7.8)=(f,g)+(f,7)
(afg)—a(fg) a€eR, aeC;
(f,f) >

(f, f)_O — =0
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XIl. Przyktady iloczynow skalarnych.
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Wyktad XII.

Definicja przestrzeni Euklidesowe;j

przestrzenia Euklidesowa.

Przestrzen liniowa rzeczywista V' z iloczynem skalarnym (-,-) nazywamy
Definicja przestrzeni unitarnej

strzenig unitarng.

Przestrzen liniowa zespolona V z iloczynem skalarnym (-, -) nazywamy prze-
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Wyktad XII.

Norma.

Niech V' - przestrzen liniowa. Funkcje || - || : V — R spetniajaca warunki:
o |[f]| >0, [f|=0 < f=0;

o [[af| = |alllf
o [If+gll <Ifll+ llgll-

nazywamy norma.

’

Uwaga.

Pare (V, || - ||) nazywamy przestrzenig unormowang.
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Wyktad XII.

Norma vs iloczyn skalarny

lloczyn skalarny — norma

Il =/ (F, £).

If +gl®+ I1f — glI> = 2[lIf]I* + llgl?]. )
(f, &) < [If]l - llgll-
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Wyktad XII.

Nie kazda norma jest okreslona przez iloczyn skalarny!
V = C[o0,1],

fll = F(x)].
11l = max £
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(f,g)=0.
Twierdzenie Pitagorasa.
Dla ortogonalnych wektorow f, g € V mamy

Wyktad XII.
Ortogonalnos¢ wektorow.
Wektory f, g € V s3 ortogonalne jesli

If +gl* = If1I” + llg .
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Wyktad XIl. Dlaczego norma. Jaki sens ma norma?

Odlegto$¢ miedzy punktami (wektorami)
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kat miedzy wektorami?
V:

Wyktad XIl. Dlaczego norma. Jaki sens ma norma?

Z nieréwnosci Schwarza dla niezerowych wektoréw f, g przestrzeni rzeczywistej

f

1< (f. ) <1 = cosa(f,g):=
Iflllel

a(f, g) - kat miedzy wektorami f i g.

(f.8)
I£1ll&l

a(f,g) € [0,n].
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Wyktad XIl. Baza ortonormalna.

Zbiér wektoréw fi, fo, . .., f, nazywamy baza ortonormalng przestrzeni linio-
wej V jezeli:

o wektory fi, fo, ..., f, tworza baze przestrzeni V;
°

(fna fm) = 07

n# m,
Dla bazy wiemy ze f = ¢1f; + ... + c,f,

(fn, fn) = 1.

ale jak znalez¢ wspotrzedne ¢;?
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Wyktad XIl. Baza ortonormalna.

Wspétrzedne wektora f dla bazy ortonormalnej?

f:C1f1+...+Cnfn,

—

(f,h) =cal(f,f)+...+clfs, i) =
Wspétrzedne Fouriera, c; = (f,f;), i=1,...,n.
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Ortogonalizacja Grama-Schmidta

Baza g1, ..., & przestrzeni V
Ortogonalizacja Grama-Schmidta
Baza ortonormalna fi, ..., f,
Jak robimy?
— &
81— =g
e —h=g-(2n1)h — fz:H%H
g — hy=g—(g3.f)h — (g3, L) — =iy
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Wyktad XII. Macierz Grama.
Niech fi, f, ..
kwadratowa stopnia m

. fm uktad wektorow z V. Macierza Grama nazywamy macierz

(f17ﬁ.) (fiaf2)

fo, i f, f;
MGl ol = | 2P (BT
Wyznacznik Grama:

(f17 fm)
(o )
(fmnf)) (Fm ) .

o (fns fm)
Glh,

] = det MGIfy, ..., f).

Przestrzenie Euklidesowe

A4O0» «Fr» «Z» «E>»

DAy
12.01.2022

17 / 27



Wyktad XII.

Twierdzenie 1.

Wektory f1, f2,

. fm liniowo niezalezne <—

Glfi,....Fn] #0.
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Wyktad XII.

Definicja podprestrzeni liniowej. Przypomnienie.

Niech V - przestrzen liniowa. Niepusty zbiér W C V nazywamy podprzestrzenia
liniowa przestrzeni V' jesli spetnione sg warunki
o f,geW — f+ge W,

o Vo, VfeW — a-feW.
Odlegtos¢ wektora h € V' od podprestrzeni W.
6(h, W) := mingew||h — g
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Wyktad XII.
Niech fi, >, ... fm jest baza podprzestrzeni W C V. Wbwczas:
d(h, W) = mingew||h - g|| =

Glh fi,

o o]
Glf,. . fm]

V =R3 f =(-2,0,1), f, = (0,1,0) - baza podprzestrzeni W C R3, wektor
h= (=3, -2,1). Znalez¢ 6(h, W)?
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Wyktad XII. Przyktad. CD.
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Wyktad XIllI. Rzut prostopadty na podprestrzen liniowa V.

przestrzen W, jezelih —~ 1L W.

Wektor v € W nazywamy rzutem ortogonalnym wektora h na pod-

Niech h € V, a wektor v € W jest rzutem ortogonalnym wektora h na
podprzestrzen W . Wowczas,

Ih =~ = 6(h, W) = mingewl|h - g|
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Wyktad XIllI. Rzut prostopadty na podprestrzen liniowa V.
Niech W jest podprzestrzenia przestrzeni V/, oraz, niech fi, f>,
ortonormalna W.

Niech h € V. Znalez¢ rzut ortogonalny v wektora h na podprzestrzen
Wystarczy dla f;:

., fm - baza J

(h -7 fl) = (ha fl) - (% fl) = (hv fl) - (hv fl)(fl: fl) = (h7 fl) - (h7 fl) =

-

(""’\6)‘{'2}=O

( %‘\6) &V\BCO

0.
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Wyktad XIllI. Podprzestrzenie ortogonalne.

jesli

Podprzestrzeni Wy, W5 przestrzeni V. Podprzestrzeni Wy i W5 sg ortogonalne
(f.g) =0,

dla kazdego f € Wj

dla kazdego g € Wh.
V=waesw,

Wt={geV, gL W}

Przestrzenie Euklidesowe

A4O0» «Fr» «Z» «E>»

DAy
12.01.2022 24 /27



Wyktad XIllI. Podprzestrzenie ortogonalne.
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Dzigkujg za Uwage!
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