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Wyktad XI.

Macierz diagonalizowalna. Przypomnienie.
Macierz kwadratowa A stopnia n nazywamy diagonalizowalng w R" (w C")
jezeli istnieje odwracalna macierz P taka ze macierz

P~LAP.
jest macierza diagonalna

DZ"

Uwaga: A diagonalizowalna w R” = A diagonalizowalna w C".

S
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Wyktad XI.

Wartosci wtasne macierzy. Przypomnienie.

Wartoscia wtasng macierzy kwadratowej A stopnia n nazywamy liczbe A € R
(A € C) dla ktérej istnieje niezerowy wektor f = (xi,x2,...%,) € R”"
(f € C") spetniajacy warunek:

Il\fv,w,

Xn
A - warto$¢ wtasna macierzy A <= det[A — AE] = 0 (tzn., A - pierwiastek
wielomianu charakterystycznego det[A — AE]).
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Wyktad XI.

Ko(M=dr
KufA-25) ¢ RY

m~ Ked (A-)I)

—2
Krotnos¢ geometryczna k,(\) wartosci wtasnej macierzy A.

A'g'b‘ >“('|L
~ L 4’1:

kg(A\) = n—rz [A— AE].

Krotnos¢ algebraiczna k,(\) wartosci wtasnej macierzy A.

wiastka wielomianu charakterystycznego det[A; — AE].
Dla wartosci wtasnej \. Zawsze!

Krotnosc algebraiczna k,(\) jest réwna krotnosci algebraicznej \ jak pier-

1 <kg(A) < ka(N)

N\
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Wyktad XI.

Twierdzenie 1.

Nastepujgce warunki s3 réwnowazne':
@ macierz A diagonalizowalna w R” (w C");
o wektory wtasne macierzy A tworza baze przestrzeni R” (lub C");
@ macierz A ma m < n wartosci wtasnych A1, ...\, takich ieJ

keO1) + kg2) + o+ kgOhm) = 0.

Twierdzenie 2.

Macierz A diagonalizowalna w C" <= macierz A ma m < n wartosci
wtasnych Ay, ... A, takich ze

ke(M1) = ka(M),  kg(A2) = ka(X2), - -y kg(Am) = ka(Am)-
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Wyktad XI. Przyktad.
Diagonalizowalno$¢ macierzy A =

Wartosci wtasne?
4— )\ 0 6
det[A —\E| = det 2 1) 4
T -1 0 —1=A
Pierwiastki Ay =1, \» = 2.
Krotnosci algebraiczne?

=(1-NA\-31+2)=0

det[A — A\E] = —(A — 1)3(\ — 2)

—

A= M)P(A = )
ka(1) = 2,

ka(2) = 1.
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Wyktad XI. Przyktad. CD.

Krotnosci geometryczne?

teoria : 1 <kg(\) < ka(A) < n
=

kg(2) — 17

kg(A) =n—rz [A— \E]
kg(1) =3 —rz[A—E]=3—1rz

4
-1
— A diagonalizowalnaw C3

Macierz A diagonalizowalna w R3 poniewaz kg(1) + kg(2) =2+1=3
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Wyktad XI. Przyktad. CD.
Baza wektorow wtasnych macierzy A
dla A\ =1

el

Ye 4
z: Op=> 254
¥
Bl Ti]
= kg(1) =2 = 2 wektora bazy. v t
3 0 6 X 0 3x4+6z=0
2 0 4 y|=10|—=1¢ 2x+4z=0
-1 0 -2 z 0 —x—2z=0
Podprzestrzen wektorow wtasnych?
ker(A_E) = {(_227.)/72) “y,ze ]R}
Wektory bazy:

lubker(A—E) = {(—2z,y,z) : y,ze C

g1 =(-201)(dlay=0,z=1);2 = (0,1.0) (dlay =1,z =0).
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Wyktad XI. Przyktad. CD.

Baza wektorow wtasnych macierzy A [A 2E Yy\ [5‘
¢
dla =2 = kg(2) =1= 1 wektor bazy. ﬂ\ré\ﬁ—[i]
2 0 6 X 0 2x+6z=0
2 -1 4 y|=l0|—=49 2x—y+4z=0
-1 0 -3 z 0 —x—3z=0
J

Podprzestrzen wektorow wtasnych?

ker(A—2E) = {(—3z,—2z,z) : z € R} lubker(A-2E) ={(—3z,—2z,z): z € C}
—_—

Wektor bazy:

g3 = (3. -21) (dlaz=1).

Whiosek. Baza przestrzeni R® (C3.)

81 = (_27 07 1)7 82 = (07 170)7

83 = (_37 -
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Wyktad XI. Przyktad. CD.

Macierz A diagonalizowalna = 3 macierz odwracalna P ze P 7

BZPUP & PB=AP -1

bedzie macierza diagonalna.

Jak znalezé P?.

Macierz P jest macierza przejscia P = P,_, z bazy standardowej | =
{ela €2, 63}

e =(1,0,0), e =(0,1,0), e3=(0,0,1).

do bazy wektoréw wtasnych Il = {g1, 82,83}

81 = _2707 1)7 82 = (07 170)’ 83 = (_3’ _27 1)

-2 0 -3
P=1] 0 1 -2 Dlaczego tak?
1 0 1 NS
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Macierz przejscia

przestrzeni R3 (C3)

Baza standardowa | = {ey, e, e3} przestrzeni R3 (C3); Baza Il = {g1, 8,83}
Macierz przejscia P = P,_; z bazy | do bazy /I.
g1 = pi1é1 + pa1€2 + ps1es = (pu1, Po1, P31)

. p31) = (=2,0,1
8> = pi2e1 + ppex + p3es = (p12, P22, P32) = (0, 1,0)
g3 = p13€1 + p23€ + p33e3 =

P13a P23, P33

—2 0
Py = 1
0

—
(=8,

—2,1)
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Wyktad XI. Przyktad. CD.

Macierz A diagonalizowalna = 3 macierz odwracalna P ze B = P~1 AP bedzie
macierza diagonalna. -

Jak znalezé B?

Twierdzenie: B jest macierzg odwzorowania A w bazie wektoréw wtasnych

II'= {g17g27g3}' tzn.

Ag1 = 1g1 = 1g1 + 0g2 + Og3 100
Agr = 1g> = 0g1 + 18> + 0g3 B=]010
Ags = 2g3 = 0g1 + 0g2 + 2g3 0 0 2
«O> «F»r» «E>» «E>» = wvaqQ
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Wyktad XI. Przyktad. CD.

Czy to prawda ze

B=P AP < PB=AP

20 -3][1 00 2 0 -6 |V
PB=| 0 1 -2 01 0|=|0 1 -4

1 0 1 |]|0

o
N
—
o
N

4 0 6 —2 0 -3 -2 0 —6
AP=| 2 1 4 01 —2|=|0 1 —4
-1 0 -1 1 0 1 1 0 2

A4O0» «Fr» «Z» «E>»
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Wyktad XI. Przyktad nowy.

Wartoéci wtasne?

det[A — \E] = det 0 1-Xx 1

Pierwiastki Ay =1, Ay = 2.

Krotnosci algebraiczne?  k,(1) =1, ka(2) =

Krotnosci geometryczne? Teoria: 1 <kg(\) < ka(/\) n=> kg
ke(\) =n—rz [A—-\E]| =

AR G ]3,"\:—344%0
o)
kg(2) =3 —rz[A-JE]=3—1z O. =3-2=1

0 0 O
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Wyktad XI. Przyktad nowy

Macierz A NIE diagonalizowalna w R® poniewaz kg(1) + kg(2) =1+1=2#3
Podprzestrzen wektoréw wtasnych macierzy A dla A\; = 1 Wiemy, ze

1
0
0

O O W
el

0
0

N < X

—

kg(1) =1 = podprzestrzeh wektoréw wtasnych macierzy A ma wymiar 1.

x+3y+z=0
z=0
0 z=0
Podprzestrzen wektorow wtasnych

ker(A - E) = {(_3_}/7}/,0) S R} lub ker(A - E) = {(_3yay50) "y € C}
Wektor bazy podprzestrzeni: g3 = (—3.1.0) (dla y = 1).
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Wyktad XI. Przyktad nowy

Podprzestrzen wektoréw wtasnych macierzy A dla Ao = 2 Wiemy, ze
kg(2) =1 = podprzestrzen wektoréw wtasnych macierzy A ma wymiar 1.
0 3 1 X 0 3y+z=0
0 -1 1 y|=10]|— y=1z
0 0 O z 0 0=0
Podprzestrzen wektorow wtasnych
ker(A—2E) ={(x,0,0) : x € R}

Wektor bazy podprzestrzeni: go = (1.0,0) (dla x = 1).

lub ker(A —2E) = {(x,0,0) : x € C}
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Wyktad XlI. Co bedziemy robili?

Rysunek: Moze macierz Jordana?

A4O0» «Fr» «Z» «E>»
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Wyktad XI. Macierz Jordana.
Kazda macierz Jordana sktada sie z klatek Jordana

Klatka Jordana Jx[)\] jest macierza kwadratowa stopnia k

ia k: PRYA S
571 [ [&fo_o
0 0 ) 39\ fsl 0o 0
0o 0 \_/
s ) J [_’;}
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Wyktad Xl. Klatka Jordana.
A~P4E) 9y = Je-
Twierdzenie.
Niech A = Ji [)\:1] Jest klatka Jordana. Wéwczas:
T~

ka(\) = kj ————,

o dla macierzy A istnieje jedna wartos¢ wtasna A = A1, z kg(A1)

e istnieje ciag wektoréw gi, g, . .. gk (faricuch Jordana) taki ze

=1
Iw.\n/
(A_)‘IE)gk:glr(p (A-ME)p =g, (A-ME)si=0
-1
A 10
A= J3[)\1] = 0 X\ 1 — det[A — )\E]
T 0 0 X\
— warto$¢ wtasna 1.

(A1 =)
\ia(\m) /‘:3

Diagonalizowalnos¢ i posta¢ Jordana macierzy

A4O0» «Fr» «Z» «E>»

DAy
22.12.2021

19 / 31



Wyktad XI. tancuch Jordana.

X 010 X 0
[A-ME] |y |=|00 1]|y|=]0
|z 100 0] |z | 0]
— y=02z=0= g1 €{(x,0,0): x € R} g1 =(1,0,0)
x| [o1o0][x] [1]
[A—ME] |y |=|00 1||y|=]0|= Ja
|z | 100 0] | z] | 0]
:>y:1,z:O:>gge{(x,1,0):xeR}:>
[ x ] [0 1 0] x| 1]
A-MEl|y|l=|0o01]||y|=|1|7 ks
0 0O

z z 0
:>y:1,z:1:>g3€{(x,1,1):x€]R}:>‘:EH:E> : sac
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Wyktad XI. Macierz Jordana.

Kazda macierz Jordana sktada sie z klatek Jordana

S G (O o
QT |o v —~
o Q
U\\QQQ SN
ISR
r-a/“g
&”J&\“’/\\
ﬂLw
X
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Wyktad XI. Macierz Jordana.

Twierdzenie.

cierz P taka ze macierz
B =P 'AP.

Dla kazdej macierzi kwadratowej A stopnia n Jeee#f istnieje odwracalna ma-
jest macierza Jordana.
Definicja.

2~ nreofuy

Tor done

Baza {gh 82,

,&n} przestrzeni C" wedtug ktorej macerz B odwzorowania
A bedzie macierza Jordana nazywamy baza Jordana
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Wyktad XI. Macierz Jordana.

Twierdzenie.

Niech A macierz kwadratowa stopnia n i niech {\y, A2, ... Am} (m < n) -
wartosci wtasne macierzy A. Wéwczas, dla macierzy Jordana B = P~ AP:
o liczba klatek Jordana /
: v

/1 3,0
Jk;[k{], Sl J,QM uA( 4)

rj\c,( »‘1]
Jjest réwna r = kg(A1) (¥ podobnie dla X2, .. .).

e
]

Kt ¥p=H
ki+ko+...+ kkg()\l) ka()\l). —T;—“—:/;—/J
% =3

D oo W N Mg OO=Z KaOw=f e

—

> 1 0 0 ?‘4 T ov
B: on X 1 0 ;# 6 = 0 MoVl
o o M9 o 0 rf
© o 0 N O 0 0 M

P AEF P AE» A >
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Wyktad XI. Przyktad nowy. CD
Macierz A =

Wartosci wtasne: Ay =1, Ay = 2.

Krotnosci: ka(1) =1,

kg(l) =1

ka(2) =

2,

ke(2) =1 =
—_

O O =
O N O
N = O
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Wyktad Xl. Przyktad nowy. CD. Baza Jordana?
tancuch Jordana dla \; =1

1 31 X 0 x+3y+z=0
0 01 yl=1]10]— z=0
0 01 z 0 z=
Podprzestrzen wektorow wtasnych
ker(A - E) = {(_3}/7)/70) S R}
Wektor bazy podprzestrzeni g(l)

1

lub ker(A—E) ={(-3y,y,0):y € C}
= (-3.1,0){dlay =1).
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Wyktad Xl. Przyktad nowy. CD. Baza Jordana?
tancuch Jordana dla A\, =2
0 3 1 X 0
0 -1 1 y | =
0 0 0
Podprzestrzen wektorow wtasnych

3y+z=0
0| — y=z
z 0 0=
ker(A—2E) ={(x,0,0) : x € R}
Wektor bazy podprzestrzeni g(2) =

1

lub ker(A —2E) = {(x,0,0) : x € C}
(1,0,0) (dla x = 1).
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Wyktad Xl. Przyktad nowy. CD. Baza Jordana?

tancuch Jordana dla A\, =2
0 3 1]7[x 1 3y +z=1
0 -1 1 y|l=1]10]|— —y+z=0
0 0 O z 0 0=0
—y=zdy=1=gP e{(x, 5, 1) xR} =(g?) = (1,1/4,1/4)
g = (=310, g?=(1,00), g =(1,1/41/4).
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Wyktad Xl. Przyktad nowy. CD. Baza Jordana?

Macierz B jest macierza odwzorowania A =

w bazie Jordana
}, tzn.
At =18 = 151 + 0g? + 057 %o 0
262~ 26 05!+ 26 4 0g® == |0 2 1
2 2 2
Ag? =0z +1g? + 2" 002
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Macierz przejscia P w

Baza standardowa / = {ey, e2, €3} przestrzeni C3; Baza Jordana
= {gl ,gl( ),g2(2)} przestrzeni C3

Macierz przejscia P = P, z bazy | do bazy /I
1(1) = puer + pa1e + ps1es = (pi1, P21, p31) = (—3,1,0)
2
1( ) = pi2e1 + p2oer + pa2es = (p12, p22, p32) = (1,0,0) =
2
gz( ) = p13er + p23ex + p3zes = (p13, p23, p33) = (1,1/4,1/4)
-3 1 1
Piy=| 1 0 1/4
0 0 1/4
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Wyktad XI. Przyktad nowy. CD.
B=P AP < PB=AP
[ 31 1 |
PB=| 1 0 1/4
0

100 [ -3 2 3
02 1|=1|1
0 1/4 00 2

0 1/2
0
11[-3 1
AP = 1
2

I 0 1/2 |
1] [-3 2 3
1 0 1/4|=|1 0 1/2

0 0 1/4 | 0 0 1/2 |
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Wesotych Swiat!
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