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Free Hand


Wyktad X. Wartosci wtasne. Przypomnienie.

Niech L :R" — R" (lub L : C" — C”") - przeksztatcenie liniowe.

Wartoscia wfasna przeksztafcenia liniowego L nazywamy liczbe A € R
(A € C) dla ktérej istnieje niezerowy wektor f € R" (f € C") spetnia-
Jjacy warunek:

L(f) = Af. (1)

Zbiér wszystkich wartosci wtasnych {\1,...Am} nazywamy widmem ope-
ratora L i oznaczamy o(L).

Twierdzenie 1.

| \

A - warto$¢ wtasna operatora L : R” - R” (L: C" - C") «—
det[A, — \E] =0

(tzn., X - pierwiastek wielomianu charakterystycznego det[A; — AE]), gdzie A, -
macierz przeksztatcenia L.
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Wyktad X. Wartosci wiasne. Przestrzeni zespolone vs. rzeczywiste

R” - model kanoniczny przestrzeni rzeczywistej wymiaru n;

C" - model kanoniczny przestrzeni zespolonej wymiaru n.
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Wyktad X. Wektory wtasne. Przypomnienie.

Definicja wektoréw wtasnych

Kazdy niezerowy wektor f € R” (f € C") spetniajacy réwnanie

L(F) = A

nazywamy wektorem wtasnym operatora L odpowiadajagcym wartosci wtasnej A
Definicja podprzestrzeni wektoréw wtasnych
Podprzestrznia liniowa

ker(L — AI) = {f e R"

L(f) = Af},
wiasnej A.

ker(L—X)={feC" : L(f)= N}
nazywamy podprzestrznia liniowg wektoréw wtasnych odpowiadajgcych wartosci
«O» «Fr» «E>» «E>» ANV &4




Wyktad X. Wektory wtasne.

Niech A - wartos¢ wtasna przeksztatcenia liniowego L;
Niech A; - macierz przeksztatcenia liniowego w bazie fi, f>, ... f,. Wowczas:

f=x1f +x006 +x3f3...4+ xpfp € ker(L—)\I) <~

X1 a1l — A ai? ai3 000 dln X1 0
X2 dari apy — A dn3 . aon X2 0
A, —\E]| 3 | = az1 azz axz—A ... az x3 | =|| G
Xn danl an2 an3 ... dapn— A Xn 0
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Wyktad X. Wartosci wtasne.

Krotnos¢ geometryczna kg ()
kg(\) = dimker(L — Al) = dimker(A; — AE) = n—rz [A; — \E].
Krotnos¢ algebraiczna k,(\)

Krotnos¢ algebraiczna k() jest réwna krotnosci algebraicznej \ jak pier-

wiastka wielomianu charakterystycznego det[A; — AE].
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Wyktad X. Wartosci wtasne. Przypomnienie.

Twierdzenie J.

X - wartdéiAvtasna operatggd L : R" —» R" <—
det[A; — AE]

Niecf'A € o(L) - wartos¢Aftasna opaatora L : R¥’— R".

Macierz diagonalizowalna 14.12.2020 7/23



Dla wartosci wtasnej A. Zawsze!

1 <kg(\) < ka(X) <
Przyktad trywialny. L(x,y,z) = (x,y, 2)

AL =

Macierz A; w bazie standardowe] przestrzeni R3 to

o O~
o = O

0 1-x 0
0| =[AL-XE]=| 0O 1-X
1 0
det[A, — AE] = (1 - )\)* =0 = o(L) = {1},

1—A
k(1) =3
kg(1) =3 —rz [AL — E] = 3 — rz [macierz zerowa] = 3 — 0 = 3.
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Wyktad X.

Yy

Rysunek: Dlaczego rozpatrujemy osobno przestrzeni
zespolone/rzeczywiste?
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Wyktad X. Przyktad

L(x,y) = (x+y,y —x).
Macierz przeksztatcenia w basie standardowej: @4 92

L(1,0) = (1,—-1) =1le; — lep;  L(0,1) =(1,1) = le; + ley =

AL:l_ll ”=>det[AL—AE]:{3T1__1A 1i/\]:)\2—\\2)\+2:0

— pierwiastki Ay =1+, Ap=1— 1. =40 (140D

7 .

Przestrzeh rzeczywista R?

o(L)=10

Przestrzeh zespolona C?
o(L) = {1+i,1— i}, ko(l+i)=ka(1—1i)=kg(l+i)=kg(l—1i)=1.
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Wyktad X. O zmianie macierzy przeksztatcenia liniowego L przy zmianie

baz.

Niech L : R" — R™ (lub L: C" — C™);
Niech A; macierz przeksztatcenia liniowego L w bazie fi,f, ... fy;
Niech B; macierz przeksztatcenia liniowego L w bazie g1, &, . . - &n.

Zwiazek miedzy A; i B ?

Macierz przejscia P = P, z bazy | do bazy /I.

g1 = piifi +parb+ ... pnify
& = pi2fi + ph + ... pr2fy

8n = Plnfi + P2nf2 T oo Pnnfn

v
EE i = A
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Wyktad X. Macierz przejscia P = P;_; z bazy | do bazy /I

Niech f = xyfi + xofo + ... + xpf, oraz ten sam wektor
f=y181+ y28 + ... + yngn. Wowczas P
T \')VD(‘O X1

gedl
m y / 1M
11 2 .- 1n 1
\- X2 p21 P22 ... P2n 2 v b(ﬁ&
N : - : : : : :
Xn Pnl Pn2 --- Pnn Yn
det[P/_>”] 75 0 i Pf_{” = Py_.
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baz.

Wyktad X. O zmianie macierzy przeksztatcenia liniowego L przy zmianie

Niech L : R" — R™ (lub L: C" — C™),

Niech A; macierz przeksztatcenia liniowego L w bazie fi, f, ...
Niech B; macierz przeksztatcenia liniowego L w bazie g1, 82, . .. &n;
Niech P = P,_,;; macierz przejscia z bazy | do bazy /I.

Zwiazek miedzy A, i B.?

-
1
)

Y

B =Pt AP®, =P AP }
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Wyktad X. Szkic dowodu.

Macierz diagonalizowalna

A4O0» «Fr» «Z» «E>»

DAy
14.12.2020 14 /23



Wyktad X.

Macierz diagonalizowalna

Macierz kwadratowa A stopnia n nazywamy diagonalizowalng w R" (w C")
jezeli istnieje odwracalna macierz P taka ze macierz

D//J(,* v4 0 P1AP.

Jest macierza diagonalna.

| A

[Innymi stowy.

Macierz kwadratowa A stopnia n - macierz przeksztatcenia liniowego L dziafaja
cego w R" (lub w C"). Stad, diagonalizowalnos¢ A w R" (w C") <= istnije
baza wektoréw wtasnych operatora L wR" (lub w C").

o y
| I »

Uwaga: A diagonalizowalna w R” =—> A diagonalizowalna w C".
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Wyktad X.

Nastepujace warunki s3 réownowazne':
e macierz A diagonalizowalna w R” (w C");
o wektory wtasne operatora L tworza baze przestrzeni R"” (lub C");

@ operator L ma m < n wartosci wtasnych Aq,... A\, takich ze

kg(A1) + kg(Na) + - .. + kg(Am) = n.

YoM A 1Y rAam A N o/ IRV A
Twierdzenie 2.

Macierz A diagonalizowalna w C" <= operator L ma m < n wartosci
wtasnych Aq, ...\, takich ze

ke(M1) = ka(M1),  kgOh2) = ka(Ma),- s kg(hm) = ka(Am).
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Wyktad X. Przyktad. Ponownie

L(X7y)_

(X+y,y—X)

Macierz przeksztatcenia w basie standardowe;j

1 1
A_l—l 1

] — pierwiastki Ay =141/, Ao =1—
Przestrzeh rzeczywista R?

1
-1 1

(L) = 0 - macierz A [

Przestrzeh zespolona C?
o(ll)y={1+1i,1

ity ka(L4+7)=ka(1 —1i) = kg(14+1i) =kg(1 —1i)=1.
Macierz A diagonalizowalna w C?.
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Wyktad X. Przyktad.

4 0 6 4 — )\ 0 6
A=| 2 1 4 |=[A-XE]=]| 2 1-2A
-1 0 -1 -1
0=(1-XN)A\=31+2)=(1-))
Wartosci wtasne

—-1-A
ka(2):1:>k7

=1, k(1)=2

k(1) =277
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Wyktad X. Przyktad. CD.
kg(1) = 3—rz

3 0 6
2 0 4 |=3-1=2= A diagonalizowalnaw R3
-1 0 -2
Baza wektorow wtasnych dla A =17
3 0 6
2 0

X 0 3x+6z=0
4 y|=10|—=< 2x+4z=0
-1 0 -2 z 0

(x—-2z=0Q
Podprzestrzen wektorow wtasnych? ker(A — AE) = {(—2z,y,z) : y,z € R}
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Wyktad X. Przyktad. CD.

?:4,‘0:0 // '2'1)0) a:,'f
Baza wektorow wtasnych dla A =1 ker(A — A\E) = {(—2z,y,z) : y,z € R}
g1 =(-2,0,1); g> = (0.1.0). Baza wektorow wtasnych dla A\ = 2?7
[‘2%‘3"%32 2 0 6 ][x 0 2x + 62 =0
=220 4 2 -1 4 y|=10|—=4¢2x—y+4z=0
3% -1 0 3|z 0

—x—3z=0

Podprzestrzen wektorow wtasnych ker(A — AE) = {(—3z,—2z,z) : z € R} Baza
wektorow wtasnych dla A =2, g3 = (-3, -2,1)

B —

O O
o~ O
N O O
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Wyktad X. Przyktad. CD.
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Wyktad X. Przyktad. CD.
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Wyktad X. Przyktad. CD.
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Dzigkujg za Uwage!
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