Aproksymacja sSredniokwadratowej funkcji f wielomianami polega na:
Aproksymacija $redniokwadratowej funkcji f wielomianami polega na:

Wybierz jedng odpowiedz:
O wyznaczeniu elementu optymalnego dla funkcji f wzgledem podprzestrzeni W, wielomianéw stopnia nie wyzszego niz n, czyli wielomianu w},,
dla ktérego zachodzi réwnosé:

|[f —wil| = inf ||f— w]
weW,
gdzie:

(} (f(z) — w(z))p(z)dz) dla Li[a,b]
|[f —wl] :== ;,
a:E1 (f(z:) — wlz;))p(x:)  dla %,N

Wielomian wj, nazywamy n-tym wielomianem optymalnym z funkcja wagowa p odpowiednio na przedziale [a,, b] lub na zbiorze dyskretnym
Ly, L2y.--5 LN

® wyznaczeniu elementu optymalnego dla funkcji f wzgledem podprzestrzeni W), wielomianéw stopnia nie wyzszego niz n, czyli wielomianu wj,,
dla ktérego zachodzi réwnosc:

|F = wall = inf || — w]]

weW,

gdzie:

b
(J (f(@) - w(2)*p(a)da)"? dla L3[a,b]
S (f(a) - wla)Ppler)  dialy

Wielomian wj, nazywamy n-tym wielomianem optymalnym w sensie aproksymaciji Sredniokwadratowej z funkcja wagowa p odpowiednio na
przedziale [a, b} lub na zbiorze dyskretnym y, o9, ..., Ty.

IIf —wll ==

O Wyznaczeniu elementu optymalnego dla funkgji f wzgledem podprzestrzeni W, wielomianéw stopnia nie wyzszego niz n, czyli wielomianu wj,,
dla ktérego zachodzi rownosc:
||f —wh|l = sup |[f — wl|
weW,

gdzie:

b
([ (f(2) — w(z))*p(2)de)"/? dlalyn
If—wll:==4 =
> (f(=i) —w(z))p(z,)  dla Ly[a,b]
i=1
Wielomian w;, nazywamy r-tym wiglomianem optymalnym z funkcja wagowa p odpowiednio na przedziale [a,, b] lub na zbiorze dyskretnym
T1,T2,---,IN-

O Wyznaczeniu elementu optymalnego dla funkeji f z przestrzeni W, wielomianéw dokladnie stopnia 72, czyli wielomianu w},, dla ktérego zachodzi

réwnoseé:
||f —wh|| = sup |[f — wl|
weW,
gdzie:
b
([ (f(z) — w(z))*p(z)dz)'/* dla L}[a,b]
If —wll:==4 2

N

El (f(zi) — w(=))p(z;)  dlally

i=
Wielomian w;, nazywamy 7-tym wiglomianem optymalnym z funkcja wagowa p odpowiednio na przedziale [a,, b] lub na zbiorze dyskretnym
L1y L2y-eey LN

Odznacz moj wybor



Dany jest ukfad réwnan liniowych postaci: Ax = b Ogdlny schemat metod iteracyjnego

Dany jest ukiad rownan liniowych postaci:

Az =5

Ogélny schemat metod iteracyjnego rozwiazywania uktadu Az = b jest postaci:

Wybierz jedng odpowiedz:

O

Definiujemy rozktad macierzy 4 = M — N, gdzie M jest macierza odwracalna

Uktad Az = b przekszalcamy do réwnowaznego uktadu postaci:
MAz = Mb
i dalejdo: 2 = M(M ! — A)z + Mb

Z powyZszego wynika metoda iteracyjna:

Tiry = M(M'l — A)z; + Mb

Definiujemy rozktad macierzy 4 = M — N, gdzie M jest macierza odwracalna
Uktad Az = b przekszalcamy do réwnowaznego uktadu postaci:
M1'Az=M"'b-A

idalejdo:z = M (M- Az +M b A

Z powyZszego wynika metoda iteracyjna:

Zio1 =M (M- A)z;+ M 'b— A

Definiujemy rozklad macierzy A — M — N, gdzie M jest macierzg odwracalng
Uktad Az = b przekszalcamy do réwnowaznego uktadu postaci:
M'Az=M"'b

idalejdo:z = M ' (M — A)z + M b

Z powyzszego wynika metoda iteracyjna:
Ty = M Y(M— A)z; + M 'b

Definiujemy rozklad macierzy A — N — M, gdzie IV jest macierza odwracalng
Uktad Az = b przekszalcamy do rownowaznego ukladu postaci:

N 'Az=M"1b

idalejdo:z = N} (M — A)z+ M~ 'b

Z powyzszego wynika metoda iteracyjna:
Ty = N Y (M— A)z; + N 'b



Dla wielomianu w postaci naturalnej

Dla wielomianu w postaci naturalnej
T
w(z) = Y aza*
k=0
obliczanie wartosci w punkcie & "najtanie]" obliczeniowo mozna zrealizowac:

Wybierz jedng odpowiedz:
O
» wprost z definicji postaci naturalnej:
wp = ap
w; = W, + aia:i
+ koszt obliczeniowy tego algorytmu jest réwny 1. mnozeni i n + 1 dodawari

@
» przy wykorzystaniu schematu Hornera:
Wn = Ap
w; =wiycc+a; diei=n—1n—2,...,0

* koszt obliczeniowy tego algorytmu jest rowny n. mnozen i 7 dodawan

« wprost z definicji postaci naturalnej:
Wy = ap
w; =Wy + aia:i
» koszt obliczeniowy tego algorytmu jest réwny 12 + 1 mnozen i n + 2 dodawan

O
* przy wykorzystaniu schematu Hornera:
Wy = ap
Wi, =w;-x+a;; dlai=1,2,...,n

* koszt obliczeniowy tego algorytmu jest rowny n. mnozen i . dodawan



Dane sg wezty x0 i x1 o krotnosciach odpowiednio

Dane sg wezly @ i &, o krotnosciach odpowiednio mg = 3, m; = 2.

Dla danej funkcji f szukamy wielomianu interpolacyjnego Hermite'a Hy takiego, ze:
Hy(zo) = f(zo)  Hy(zo) = f'(zo)  Hy(z0) = f"(0)

H4(3?1) - f(ﬂ’l) H;(Q?l) - f'(ﬂ’l)

Wielomian H4 w postaci Newtona ma postac:

Wybierz jedng odpowiedz:
O
Hy(z) = bp + by(z — mp) + ba(z — 2p)? + ba(z — 2p)® + by(z — )% (z — 1)
gdzie wspotczynniki b; sa ilorazami réznicowym:
bo = flzo] = f(zo) by = flao, 1] = f*(z0)
by = flz0,2] = f'(z0)/2! b3 = flzo,3;21] by = flzo,3;21,2)]
O
Hy(z) =bp + by (z — xp) + ba(z — x0)? + by(z — x0)? + by(z — :r:o)s[:c - :r:l]2
gdzie wspotczynniki b; sa ilorazami réznicowym:
by = flzo] = f(z0) b1 = flao, 2] = f'(x0)
by = flzo,3] = f"(z0) b3 = flzo,2521,1] by = flzo,3521,2]
Hy(z) = by +by(z —29) + ba(z — 20)% + ba(z — 20)® + by(z — z)*(z — z))
gdzie wspotczynniki b; sa ilorazami réznicowym:
bo = flzo] = f(zo) b1 = flzo,2] = f'(z0)
by = flzo,3] = f'(z0)/2! b3 = flzo,3;21] bs = flzo,3; 21,2]

Hy(z) = bo(z — zp) + by (z — z0)2 + b2z — 20)® + ba(z — 20)3(z — 21) + byl — 20)* (= — )2
gdzie wspotczynniki b; sa ilorazami réznicowym:

by = flzo] = f(zo) b1 = flwo, 2] = f'(x0)

by = flzo,3] = 2!f"(z0) b3 = flzo,3;21] by = flz0,3;21,2]



Kwadratury. Metoda trapezow jest zdefiniowana

Kwadratury. Metoda trapezdéw jest zdefiniowana nastepujaco:

Wybierz jedng odpowiedz:
® Funkcje f przyblizamy wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a opartym na weztach a i b:

f(z) = Ly(z) = f(a) 2= + f(b)Z=2

Catkujac wielomian L; otrzymujemy kwadrature

Q) :=I(L1)=j(f(a)z:§+f(b)§::) dr

O Funkcje f aproksymujemy wielomianem pierwszego stopnia opartym na weziach a i b:

flz) ~ Wi(z) = fla)=% + f(b) 32

Rozniczkujac wielomian Wy otrzymujemy kwadrature

b
Q) =10%) = [ (f@ 2= + 1032 ) do
b—a ?J—‘l
S fla) + > f(®)

O Funkcje f przyblizamy wielomianem pierwszego stopnia w sensie aproksymacji sredniokwadratowej opartym na weztach a i b:

f(@) = Wi(e) = fla/2)25 + f(b/2) ==
Catkujac wielomian W, otrzymujemy kwadrature
a

Q= 107) = [ (@ 2=5 + 077 ) do

a—b b—a

b—a

b—a
=— flb—a)+——f(a-})

O Funkcje f przyblizamy wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a drugiego stopnia opartym na weztach a i b:

f(@) = Ly(x) = £(b) =% + f(a) =2

a— .

Catkujac wielomian L, otrzymujemy kwadrature

T —

Q) =1 = [ (10Z=4 + f@2=2) da




Dane jest zagadnienie poczatkowe postaci metoda Rungego-Kutty czwartego rzedu

Dane jest zagadnienie poczgtkowe postaci:

{y’ = f(z,y) z€a,b]
y(a) =Ya

Metoda Rungego-Kuity czwartego rzedu konstruuje ciag przyblizen {yi} wg reguty:

Wybierz jedng odpowied?:
O
{ym =yi1 + h®s(zi,ui)
Yo = a(ya + 1)

gdzie funkcja P ; jest zaleznoscig nieliniowa od f.

C)
{ym =y; + h®s(zi,yi; h)
Yo = Ya
gdzie

( *I'(a:,y; h) = %(kl + 2ks + 2k3 + ky)
y)

z + 3h,y+ 3hky)

.

z + 3h,y+ $hky)
x + h,y+ hk;)

f(=,
1
1(
1

O

{ym =y + h®s(zi,yi;h)
Yo = Ya

gdzie

ﬂmwhﬁzﬂh+3m+3h+kn

= f(z,y)
:f(:c+ %h,y-.— hk,)
:f@+%hy+1Mﬂ
= f(z + h,y + hks)
O
{ Yi+1 = Yi1 + ¥ + hf(zi,yi-1)
Y0 = Ya

Odznacz moéj wybér



Kwadratury. Reguta Simpsona jest

Kwadratury. Regula Simpsona jest:

Wybierz jedng odpowiedz:
) kwadraturg apro ksymacyjna, postaci:

Qf) = I(Ws) = 232 (f(a) + 2/(%52) + £(b))

® kwadraturg Nemana Cotesa postaci:

Qf) = I(Lo) = %5 (f(a) + 47(45%) + £(5))

O kwadraturg interpnlacyjna, postaci:

Qf) = I(Ls) = %% (f(a) +2/(%5%) + £(5))

O kwadraturg Nemana Cotesa postaci:

Q(f) = I(L) = = (f(a) + f(b))



Dla funkcji f szukamy n-tego wielomianu aproksymujgcego w sensie aproksymacji
$redniokwadratowej z wagg

Dla funkcji f szukamy n-tego wielomianu aproksymujacego w sensie aproksymacii Sredniokwadratowe]j z waga p(a:) = 1 na przedziale [0, 1].
Jezeli bazg podprzestrzeni $W_n$ sa wielomiany 1, =, a:2, ..., 2", to ukfad réwnan normalnych ma postag:

Wybierz jedng odpowiedz:

O
ap(1,1) + ai(z,1) +... + an(z",1) = (f,1)
ag(1,z) + oy (z,2) + ... + ay (=", z) = (2, z)

aﬂ(l;xﬂ) +al(mlxn) + - "+an(mn?mn) = (f“}'rﬂ)

gdzie wyraz macierzy a;; jest rowny:

. . 1 .
;= (22 = Y & e e =
z=0
O
aﬂ(ls 1)+ al(ls 1l Speasas aﬂ(]'?l) = (f}l)
aﬂ(‘rim] + ﬂtl(.."".,, x] +... +aﬂ(mlm) = (f}m)

ag(z”,z2") + (2", 2") + ...+ ay(a",2") = (f,2")

gdzie wyraz macierzy a; jest rowny:

1
L fmi—l i—1y _ i+l j+1 _ 1
oy = (@& )_afcr: 2 dr =

O
ap(1,1) + ay(z, 1) + ... + ap(z",1) = (f,z")
ao(1,2) + ai(z,z) + ... + an(2", x) = (f,2" )

gdzie wyraz macierzy a;; jest rowny:

- - 1 - .
o = (&1, 2) = [ 1o ld = 2

]
ap(1,1) + ay(z,1) + ... + ax(z",1) = (f,1)
aﬂ(lim] -|—Ct1[ﬁ.-“,$}+ --'+ﬂ'n{$n}m} — {fﬁm}

gdzie wyraz macierzy a;; jest rowny:

1
L L )
aij = (= 1,2 26]‘;1:" lpi~lde = e




Dane jest zagadnienie poczatkowe postaci

Dane jest zagadnienie poczgtkowe postaci:
{y’ =flz,y) z€la,b]

y(a) = Ya
Metody réznicowe jednokrokowe:

Wybierz jedng odpowiedz:
O konstruujg ciag przyblizen y; ~ y(z;),i = 0,1,

{yi+l =i +h®s(z;, ;) i=0,1,...
Yo = a(ya + 1)

..., N zgodnie ze wzorem:

gdzie funkcja '1}; jest pewnym wielomianem opartym na wartosciach f.

O konstruujg ciag przyblizen y; ~ y(z;),i = 0,1,
{yi-i—l :yi-l—h‘I'f(D‘,‘i,yi} i:D,].,...
Yo = Ya
gdzie funkcja ®; zalezy od f zawsze liniowo.
konstruujg ciag przyblizen y; ~ y(z;), 1 = 0,1,
{yi+1 :y‘i-l—h‘I'f(Ei’y{} z‘:l],l,...
Yo = Ya
gdzie funkcja € ; moze zalezec od f nieliniowo.

O konstruujg ciag przyblizen y; ~ y(z;),i = 0,1,

..., N zgodnie ze wzorem:

..., N zgodnie ze wzorem:

..., N zgodnie ze wzorem:

{yi-i—l :yi"_hii'f(mi—lpyi—l) i:n,l,...

Yo = Ya/2

gdzie funkcja @ ; moze zaleze¢ od f nieliniowo.



Dane jest rownanie postaci Metoda siecznych iteracyjnego rozwigzania réwnania

Dane jest rownanie postaci:

f(z) =0

Metoda siecznych iteracyjnego rozwigzywania réwnania f(z) = 0 konstruuje kolejne przyblizenia pierwiastka wg reguty postaci:

Wybierz jedng odpowiedz:
O
. Flza)
Tiyl = T fJ(I.'J
Metoda jest zawsze zbiezna dla funkcji monotonicznych.
O
e EiTTi i
T =B~ gy (@)

Metoda jest zawsze zbiezna.

®

FR| = A = ﬁf(xé—ﬂ

Metoda nie zawsze jest zbiezna.

O

flzia)
Fl=)

Tiy1 = Ti1 T+

Metoda jest zawsze zbiezna dla funkcji wypuktych | monotonicznych.



Zadanie wyznaczenia wartosci wyrazenia przy wykorzystaniu metody Newtona-Raphsona

Zadanie wyznaczenia wartosci wyrazenia V20 przy wykorzystaniu metody Newtona-Raphsona.
Miech @y = 2.

Wskaz prawidtowy cigg obliczen w kolejnych iteracjach.

Wybierz jedng odpowiedz:
)

12

3

: 2.74074

: 2.71467

: 2.71442

= W b = O

:2.0

: 2.95302
: 2.73318
: 2.71455
: 2.71442

= L b = O

0:2

1:2.2156
2 :2.5478
3: 2.6967
4 : 2.7546

' Tego zadania nie mozna rozwigza¢ metoda Newtona-Raphsona



Aproksymacja Pade to aproksymacja funkcjami wymiernymi

Aproksymacija Pade to aproksymacja funkcjami wymiernymi:

ru(z) = plr) _ adt+ . tmzta
B\E) = @) T b+ +bhe

2

Wskaz prawidtowa funkcje wymierng w senie aproksymacii Pade dla funkeji f(z) = e — x* w zerze, jezelik = 1 oraz [ = 2

Wybierz jedna odpowiedz:
O szukana funkcja wymierna jest postaci:

agta T

T = —0
12 = fytbiz by

Uklad rownan, ktory nalezy rozwigzac, aby wyznaczyc wspotczynniki funkcji 72, ma postac:

1—(10:0
by+1—a; =0
by+bi+5 =0
by+ b+ =0

po rozwiazaniu ukladu otrzymujemy funkcje aproksymacji Pade:

1
1+3z

1.2

rp(z) = Ti 1=
1 L3

O szukana funkcja wymierna jest postaci:

ap+arx

T2 = 1+byz+b2a?

Uktad rownan, kiory nalezy rozwiazac, aby wyznaczyc wspolczynniki funkcji 745, ma postac:

1—ag=0
by+1—a; =0
by+b—3 =0
by— b +1 =0

po rozwiazaniu ukladu otrzymujemy funkcje aproksymacji Pade:

142.
ik (.’E) - 1+z— Ir?
2

1TET g4

Szukana funkcja wymierna jest postaci:

o ag+a;T
T2 = b batbo?

Uktad réwnan, kiory nalezy rozwigzac, aby wyznaczyc wspolczynniki funkcji 15, ma postac:

1—&020
b, —a, =0
bg-i—%:[)
1 1 _
s +5=0

po rozwigzaniu ukladu otrzymujemy funkcje aproksymaciji Pade:

ri2(z) =

O szukana funkcja wymierna jest postaci:

ap+a,

T2 = 1+byz+baz?

Uktad réwnan, ktory nalezy rozwiazac, aby wyznaczyc wspdtczynniki funkcji 712, ma postac:

l+ay;=0
by +a; =0
by —3 =0
1 1 _
gh—§=0

po rozwigzaniu ukladu otrzymujemy funkcje aproksymaciji Pade:




Oblicz wartos¢ ponizszej funkcji dla zadanych wartosci wykorzystujac interpolacje Lagrange’a
wielomianem 2 stopnia

Oblicz wartosc¢ ponizszej funkcji dla zadanych wartosci wykorzystujgc interpolacje Lagrange'a wielomianem 2 stopnia:
fl@) ==
dlax = 16.

Wybierz prawidiowe rozwigzanie.

Wybierz jedng odpowiedz:
®




Interpolacja - poszukiwane sa warto$ci pomiedzy zadanymi weztami
 Interpolacja [.agrange'a

 Interpolacja Hermite'a
* Interpolacja trygonometryczna
* Interpolacja funkcjami sklejanymi

Aproksymacja - przyblizenie funkcji

e Przestrzen unitarna
e Algorytmy ortogonalizacyjne

* Aproksymacja Sredniokwadratowa
* Aproksymacja jednostajna
* Aproksymacja Padego

Kwadratury -

¢ Kwadratura liniowa
¢ Kwadratura Newtona — Cotesa

* obliczanie cafki
Roéwnanie rézniczkowe zwyczajne

Uktady rownan liniowych

Metody rozwigzywania rownan nieliniowych

Interpolacja
#0bliczanie miejsc zerowych

Interpolacja Lagrange’a

2015 gr A zad1l

1. SFORMULU]J ZASADE INTERPOLAC]I LAGRANGE

Zadanie interpolacyjne Lagrange'a polega na znalezieniu dla danej

funkcji f* wielomianu L, stopnia nie wyzszego niz n, ktorego
wartosci w n + 1 punktach x; s3 takie same jak wartosci

interpolowanej funkg;ji:
Lalx)=Ffx) dlai=0,1,..., n

gdzie x; # x; dla i # .



Zadanie interpolacyjne Lagrange'a ma jednoznaczne rozwigzanie,
ktére mozna przedstawi¢ w postaci:

La(x) = Zn: f(x;)hi(x)
i=0

gdzie
n
d X X
W)= 11—
oo Xi =X
j#i

/; to wielomiany stopnia n takie, ze

1 dai=j
‘r‘{"i]:ﬁﬁ:{ 0 dfa.-'?éj'

1. JAK MOZNA OSZACOWAC BLAD INTERPOLACJI? PODA] SENSOWNE TWIERDZENIE

@ Reszta interpolacyjna r to
r(x) = f(x) — La(x)

e doktadna wartos¢ funkcji f w punkcie x nie jest znana,
dlatego korzystamy z twierdzenia
Istnieje punkt £ = £(x) € [a, b] taki, ze

f{n+1}[£}

}I Pﬂ+1(x]

=G

przy czym zaktadamy, ze f ma ciagta pochodng (n+1). rzedu

na przedziale [a, b] zawierajacym punkty xg, X, ..., X, Oraz x

2. OBLICZ BLAD POWSTALY PRZY OBLICZENIU PIERWIASTKOW Z LICZBY 7 PRZY
WEZLACH W PUNKTACH 1, 4, 9



2015 gr B zad1

1. Sformutuj zadanie interpolacji Lagrange’a dla wezléw rownoodlegtych.
Czesto wezty interpolacyjne s3 réwnoodlegle (i rzeczywiste):

x;=xp+th dlai=01.....n

gdzie h to stata dtugosc kroku. Wielomian Lagrange'a ma teraz
postac:

L) = Lo+ th) = 3 () ] =
I

2. Zdefiniuj posta¢ Newtona wielomianu dowolnego stopnia dla dowolnych weztéw:



w(x) = Z by pi(x)

k=0
gdzie
df
po(x) ;1
Pi(x)=(x —x)(x —x1) - (x —xk—1) dlak=12,...,n
a xg, X1, - .., Xp 53 danymi liczbowymi.
= fx:)

b= 30—
=011 (% —x5)
j=0
J#Fi
Wspdtczynniki by to ilorazy roznicowe funkcji f oparte na weztach
Ky Kl o a0y KXo



Interpolacja Hermite'a

T1 2015 gr a zad1
1. Sformutluj zadanie interpolacji Hermite’a
Danych jest k + 1 réznych weztéw xg, x1, ..., Xk oraz liczby
k
naturalne mg, ms, ..., my takie, ze >° m; = n+ 1. Zadanie
i=0

interpolacyjne Hermite'a polega na znalezieniu dla danej funkcji f*
wielomianu H, stopnia nie wyzszego niz n, spetniajagcego warunki:

HI(x) = fD(x) i=0,1,...k j=0,1,....mj—1

2. Znajdz wielomian interpolacyjny Hermite’a w postaci Newtona
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1. Interpolacja Hermite’a - definicja ilorazu réznicowego i przyklad z wielomianem
w postaci Newtona

Danych jest k + 1 roznych weztdw

k
Z m; =n-+ 1.
Mk takie, ze =0

Zadanie interpolacyjne Hermite'a polega na znalezieniu dla danej funkcji f* wielomianu Hy, stopnia
nie wyzszego niz n, spetniajgcego warunki:

HY (x;) = U (x;) i=01,...k j=01,..., m; — 1

llorazy réinicowe def.
Definicja. llorazy réznicowe funkcji f oparte na wielokrotnych weztach definiujemy jako zaleznosci:

e dlai-krotnego wezta X/
FU=1)(x)
(i — 1)1

e dla réinych weztdw Xly XI41y ¢+« y Xitk o krotnosciach odpowiednio
Ny lj41s:- 0 4k

flx;, i] =

FIXty i1 X1 1y 01410 -+ o3 Xipks l14k) =
(FDxr it = L5 xps s - o3 Xigekes k]
—F Xty i Xi1s s o3 Xipks ik — 1)) / (X146 — x1)

fU(x;, )Ydlam=0,1,.... k

Zaktadamy, ze istniejg pochodne ,

j=0.1,....!;+m— 1
Przyktad.

Dane sg wezly x0 i x1 o krotnosciach odpowiednio m0 = 3, m1 = 2. Dla danej funkcji f szukamy
wielomianu interpolacyjnego Hermite'a H4 takiego, ze:



Ha(xo) = f(x0)  Hy(x0) = f'(x0)  Hy(x0) = f"(x)
Ha(x1) = f(x1)  Hy(xa) = f'(x1)

Wielomian H4 moina zapisa¢ w postaci Newtona:
Ha(x) = bo+b1(x—x0)+b2(x—x0)*+b3(x—x0)*+ba(x—x0)*(x—x1)

Wspotczynniki bi s3 odpowiednimi ilorazami réznicowymi lezacymi na przekatnej, np.
bo = f[xo] = f(x0), b3 = f[x0,3; xi]

Tablica ilorazdw rdinicowych dla omawianego przyktadu ma postac

w o)
x fla) flo,2="F(x)

0 o) fPo,2=Fle) o3 =3
n fx) fhooa)= D008 g 2] = Dealled g 3y

X =" X
" ”:11} flﬂ‘?! . F{‘l} {[miﬂ-zl " Fxl.il;-.l::].n f[m-:;n.:}] » Mo 2 -lo.2a fE-‘G 3‘_11}] " .20 2]~ f]w 3]

X=X n=x



Aproksymacja Padego

T2 2018 gB
Zad1l

1. Podaj definicje aproksymacji Pade

pu(x)  akx* + ...+ aix + a

T a(x)  bix'+...+ bix + bo (17)

Przyblizeniami Padego funkcji f s3 nazywane funkcje wymierne (17)
tak konstruowane, aby przy danych k i /, w punkcie x = 0 wartoéci
funkcji f i ry oraz mozliwie wielu ich pochodnych byty réwne.

2. Wyznacz aproksymacje Pade ry3
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Uklad rownan:

[
1 X1+
@.‘f1+
@Y1+
0 ¥+
@ x+
\
Wynik:
ox;=1
244
_ 21
°X3T
_ 45
°X4T Ty
415
=

3 264

3/2 .
1/6 .

= @ @

3/2

.Y4+

Y4+

X4+

.T4+

0 Xs= 1
@ |Xs5= -1
0 xs= -3/2
1xs= -1/6
1 x5= -1/24



Aproksymacja sredniokwadratowa

1. Zdefiniuj zadanie aproksymacji sredniokwadratowej w przestrzeni L:[a,b].
Zadanie aproksymacji $redniokwadratowej w przestrzeni L* [a,b] polega na

wyznaczeniu takiej funkcji g, ktora na przedziale <a,b> aproksymuje pewng funkcje f
najlepiej (tj. z najmniejszym btedem sredniokwadratowym) sposrod wszystkich
funkcji nalezacych do pewnej wybranej podprzestrzeni zbioru funkcji L2p[a,b] (np. ze
zbioru wielomianow stopnia 1).

, /ﬂbfz(I)P(I)dI < 00

LZ [a,b] jest to zbior funkcji mierzalnych na [a,b] i takich, Ze ,
gdzie p(x) to pewna nieujemna, zerujgca sie na zbiorze miary zero funkcja zwana
b

/ pla)dz < oo

funkcjg wagowa, taka, ze Ja

b
S , 111l = ([ Pe)pla)aa)’} |
Jezeli przyjmiemy nastepujgcg norme: : a ‘dla tego zbioru
(przestrzeni), to bedzie on przestrzenig liniowg unormowang. Naszym zadaniem jest
znalezienie funkgcji, dla ktdrej norma ta przyjmuje najmniejszg wartosc.



Algorytmy ortogonalizacyjne

1. Podaj metode ortogonalizacji Grama-Schmidta i wykonaj ten algorytm dla bazy {1,x,x2}.
W metodzie ortogonalizacji Grama-Schmidta uktad ortogonalny definiujemy
nastepujgco:

g =h
) f:_f_zl(ﬁ,g') ) i—=2.3 n
gl 1 j=1mﬁg} 3y

@Aoaomab‘mo\la %rw’m Schmdie dia bakJ §/I,>q zlg

A:A : ‘EL: X‘FZ’: ){2




Kwadratura liniowa

1. Calkowanie numeryczne . Zdefiniuj pojecie kwadratury liniowej.
Kwadratura liniowa:

no ny g
Q(f) = Z A;,gf(x,',g) +Z A,‘__]_ff(x,',]_) ...+ Z A;_‘k f(k}(X;,k)
i=0 i=1 i=1

Ai,j - to wspotczynniki kwadratury,
Xi,j - to wezty kwadratury

Kwadratura Newtona — Cotesa

2. Co to kwadratury Newtona Cotesa ? Jak wyglada ta kwadratura dla n=2 dla
funkcji f, gdzie n to liczba wezlow

Kwadratura Newtona-Cotesa przyblizajaca fu f(x)dx jest nazywana
a
kwadratura postaci:
Q(f) = I(L,)

gdzie L, jest wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a funkcji f opartym
na réwnoodlegtych weztach xp = 3,y =a+ h.....x,=a+nh=b

o

Dla n = 2 weztami kwadratury sa xp = a, x1 = "’E ,xa=b

Obliczamy wspétczynniki

t—1)(t—2 —3
[[0_1%&_2; dt = bE

—0)(t—2 4(b-a
Efwﬁém%’jr: (el

Aﬂ. — bl:a

Al — bES

Ax = Ap

O P12

Otrzymalismy kwadrature Newtona-Cotesa postaci

b—a a+b

(f(a) + 4f( 5 ) + f{b})

ktéra nazywana jest wzorem parabol lub wzorem Simpsona

Q) = (L2) =

3. Oblicz metoda z pkt2 catke z sin(x) na przedziale <0, pi/2>

(s in” 4 sinl) = =
Q(f) = E-(smﬁ—l—*—lsmz—k 511'15)—12 (Z‘V{E—I— 1)



* Interpolacja trygonometryczna
* Interpolacja funkcjami sklejanymi

Aproksymacja - przyblizenie funkcji

* Przestrzen unitarna
* Aproksymacja jednostajna

Kwadratury - obliczanie catki
Réwnanie rézniczkowe zwyczajne

Uklady réwnan liniowych
Metody rozwigzywania rownan nieliniowych

Obliczanie miejsc zerowych

1. Rownania nieliniowe. Podaj ogdlny iteracyjny schemat znajdowania zer funkcji

Mamy dang funkcje f(x). Szukamy takiego
miejsca zeby f(x)=0.

Wybieramy punkt poczatkowy, obliczamy
warto$¢ w tym punkcie f (X,,) a nastepnie
szukamy kolejnego punktuf(X,,,), Zeby byt
blizej miejsca zerowego. W poszukiwaniach
tych wykorzystujemy poprzedni punkt

[Zacytuj zrodho tutaj. ]

Definicja



Ogolny schemat metod iteracyjnego znajdowania zer funkcji
1. Przeksztatlcamy réwnanie f(x)=0 do postaci
X=¢(x)
poprzez podstawienie
$(X)=x-g(x)f(x)
gdzie g jest funkcjg ciggtg i g=0.
Punkt x* taki, Ze rownanie jest spetnione nazywa sie punktem stafym. Czesto postac
x=f(x) rownania jest jego postacig ,naturalng”; wtedy méwimy o metodzie iteracji
prostej (przyktad z mechaniki kwantowej: SCF).
2. Tworzymy cigg kolejnych przyblizen x(@ x( . x® . (w zalozeniu zbiezny do x™) taki,
ze

x(p=1 J=¢ (x(DJ)

gdzie x\ jest przyblizeniem poczgtkowym. Taka procedura jest nazywana procedurg
iteracyjng a funkcja ¢ funkcjg iteracyjng.

3. Procedure iteracyjng konczymy jezeli kKolejne przyblizenia x* réznig sie odpowiednio
mato (zbieznosc) lub wykonalismy maksymalng zadang liczbe krokow (brak
ZbieZnosci).

1. Metoda Newtona (Newtona-Raphsona) znajdowania miejsc zerowych - definicja i
znalez¢ przyblizenie cbrt(9)
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2. Podaj twierdzenie o jednoznacznosci rozwigzania (zalozenie i teze)

e Kiedy istnieje jedno rozwigzanie?

Twierdzenie

Jezeli f(x,y) jest funkcja ciagta zmiennej x dla x € [a, b] i spetnia
warunek Lipschitza ze wzgledu na y, tzn. istnieje stata L taka, ze dla
dowolnych rzeczywistych yy, y» i dla kazdego x € [a, b] jest spetniona
nierownosc

F(x, 1) - F(x,32)| < Liya — ya| (6)

to dla kazdego skoficzonego y, istnieje doktadnie jedna funkcja y(x)
ciggta i rézniczkowalna na [a, b] taka, ze

y'(x) = f(x,y(x)) oraz y(a)=y, (7)

3. Zdefiniuj metode siecznych, pokaz jej zwiazek z ogélnym schematem z p1

([ .
AGH Metoda siecznych

Metoda siecznych

W metodzie newtona w kazdej iteracji musimy obliczyc wartos¢ funkeji 1 wartosé pochodne;.

Aby unikng¢ obliczania pochodne] mozemy wartos¢ pochodne; zastgpi¢ ilorazem

roznicowym.  Wzoér  na  kolejne  przyblizenie  wtedy  przyjmuje  postaé:
X, =X

Mg =X — e ('.n :
Yo = S ey )

4. Za pomoca siecznych rozwigzac réwnanie f(x)=x*-2




Mamy réwnanie f(x) = x> — 2
Wybieramy przedzial w ktdrym bedziemy szukac¢ miejsca zerowego np. x4=0i x,= 2.

Podstawiamy do wzoru X,,,; = X, — ﬁf{ln)
nsT n-—1

| tak az do momentu az otrzymamy punkt ktdry uznamy za wystarczajgco bliski rzeczywiste] wartosci
miejsca zerowego.
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1. SFORMULUJ ZASADE INTERPOLACJI LAGRANGE

Zadanie interpolacyjne Lagrange'a polega na znalezieniu dla danej
funkcji f* wielomianu L, stopnia nie wyzszego niz n, ktérego
wartosci w n + 1 punktach x; s3 takie same jak wartosci
interpolowanej funkgji:

L) = Hx) dei=01.....»
gdzie x; # x; dla i # j.

Zadanie interpolacyjne Lagrange'a ma jednoznaczne rozwiazanie,
ktére mozna przedstawi¢ w postaci:

L AR = _i fx)hi(x)

gdzie
n
df X — X;
li(x)= 1] !
j'-'-D Xj — X'j
J#i

l; to wielomiany stopnia n takie, ze

: 1 dlai=j
‘r"{xf}:'}ﬁ:{ 0 dlai#j



2. JAK MOZNA 0SZACOWAC BEAD INTERPOLACJI? PODAJ SENSOWNE
TWIERDZENIE

@ Reszta interpolacyjna r to
r(x) = f(x) — La(x)

o doktadna wartos$¢ funkcji f w punkcie x nie jest znana,
dlatego korzystamy z twierdzenia
Istnieje punkt £ = £(x) € [a, b] taki, ze

B
r(x) = mﬂnﬂ{x]

przy czym zaktadamy, ze f ma ciagta pochodna (n+1). rzedu
na przedziale [a, b] zawierajacym punkty xg, Xy, ..., X, oraz x

3. OBLICZ BEAD POWSTALY PRZY OBLICZENIU PIERWIASTKOW Z LICZBY 7
PRZY WEZELACH W PUNKTACH 1, 4, 9




Zad2

1. Podaj schemat budowy dowolnej metody iteracyjnej rozwigzywania
uktadoéw réwnafiliniowych.

Metody iteracyjne rozwigzywania uktadow réwnan liniowych polegajg na konstruowaniu
o 1) il

ciggu przyblizeh wektora rozwigzan

Si+l)__ 5 g () o
i My "Hw, i=0,1, ... ,gdzie M jest macierza kwadratowg a “w” jest wektorem.
Ogolny schemat obliczen iteracyjnych przedstawia metoda iteracji prostych. Za jej pomocg
mozna rozwigzac uktad rownan liniowych (o n niewiadomych).

okreslonego wzorem:

Q1% +@y0%, + -+ ay,x, = b,

Az1Xy +Qzx; +-+az,x, = b,

gicxs ta sk t<ta x =h

Ukfad ten mozna zapisa¢ w postaci Ax=b, gdzie:

Hyy gz 77 O Xy by

Ooy. Hom = il x b

N -'1 Ia &1 & 2 -
A= : : . . x=1: L h= |k

Ay Quz 7 Guy Xy bn

2. Napodstawie schematu z pkt 1 wyprowadZ metod¢ Jacobiego.
Rozwazamy uktad Ax=b.
Przyjmijmy, ze A=L+D+U, gdzie:
L-macierz poddiagonalna (tréjkatna dolna),
D-macierz diagonalna,
U-macierz naddiagonalna (trojkatna gérna)



Uklad rownan w postact Ax=»bh mozemy zatem zapisa¢ w postaci:
(L+D+U)x=b

Przeksztalcajac otrzymujemy:

Dx=-(L+U)x+b.

A wige:

x=-D"(L+U)x+D"b.

Mozemy wige skonstruowac ciag przyblizen rozwiazania w postaci:

Xie; =-D@AUx; +D7'b.

uf
*Macierz D powstaje poprzez podniesienie do potegi -1 wszystkich wartosci(elementéw)
na gtobwnej przekatnej macierzy D.

/ltego chyba nie trzeba ale wstawiam tak to:

Przy zatozeniu, ze elementy gtéwne macierzy A sa rézne od zera (¢zyli #0 da

=LA nalezy przeksztatci¢ uktad w taki sposéb, aby wyznaczy¢ z pierwszego

X y
réwnania "~ 1: z drugiego 2 az do Xn..
Dostajemy:
( i (51_ (agpx, +'"+ﬂ1n1‘n))
- 1 —
Qi1
e (b: — (ay,%, "'"""“mxnj)
4 ) A2z

W
1

(bn — (ayyxq ++ al.n-lxn-‘i))

s a

nn

3. Wyznacz macierz Jacobiego i przeprowadZ dwa kroki przybliZajace
rozwiazanie
zaczynajac od wektora poczatkowego {2.2.2.2} dla uktady rownaf :
-2x1+x2+3%x3=9
2xz -3%2 -4x3 +x4 = 12



o X1-2%x2+ 2x3 + 3x4=15
o -3x1+x2+2x3+x4=9







Zad 3

1. Catkowanie numeryczne . Zdefiniuj pojecie kwadratury liniowej.
Kwadratura liniowa:

ng m ny
QU = Aof(xi0)+ Y Ainf (i) +-- -+ Aif®(xi k)
i=0 i=1 r=i1

Ai,j - to wspotczynniki kwadratury,
Xi,j - to wezty kwadratury

2. Co to kwadratury Newtona Cotesa ? Jak wyglada ta kwadratura dla n=2 dla
funkgji f, gdzie n to liczba weztow

Kwadratura Newtona-Cotesa przyblizajaca fuf (x)dx jest nazywana

kwadratura postaci:

Q(f) = I(Ln)
gdzie L, jest wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a funkcji f opartym
na rownoodlegltych weztach g = a.x = a+ h.....x,=a+nh=0b
Dla n = 2 weztami kwadratury s3 xg = a, x1 = “";b, xw=>b

Obliczamy wspotczynniki

A = Ag
Otrzymalismy kwadrature Newtona-Cotesa postaci

b—a a+b

(:"(a) +af(30) 4 f'(b])

ktéra nazywana jest wzorem parabol lub wzorem Simpsona

Q(f) = I(L2) =

3. Oblicz metoda z pkt2 catke z sin(x) na przedziale <0, pi/2>
o T m m
= —(sin0 + 4sin_+sin>) = —-(2v2+1
Q) T (sm sing +sin_ ) = — ( )
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1. Sformutuj zadanie interpolacji Lagrange’a dla weztéw réwnoodlegtych.

Czesto wezly interpolacyjne sa réwnoodlegte (i rzeczywiste):
xi=xgp+ih dlai=0.1...., n

gdzie h to stata diugosé kroku. Wielomian Lagrange'a ma teraz
postac:

La(x) = La(xo + th) = Z":rqx,-} H f%‘
i=D0 =0t =4

i

2. Zdefiniuj posta¢ Newtona wielomianu dowolnego stopnia dla dowolnych

weztow:
"
w(x) = Z by pi(x)
k=0
gdzie
df
po(x) =1

pk{x}dé[:x—xn}(x—xj]---[x—xk_lj diak=12,....n

a xg, X1, ..., Xp 53 danymi liczbowymi.



K
f(x;
b=y )
=1 ()

i=0

J#i

Wspdtczynniki by to ilorazy roZznicowe funkcji f oparte na weztach



3. Przedstaw wielomian ¥ (x) = 3x?> — 5x + 6 w postaci Newtona dla punktow
0,1,3.




Zad 2

1. Przedstaw ogo6lny schemat budowy dowolnej metody iteracyjnej
rozwiazywania uktadéw réwnaf liniowych.

Metody iteracyjne rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych polegajg na konstruowaniu
ciggu przyblizeh wektora rozwigzan okreslonego wzorem:

2B = B+a- (&)

gdzie x(0) jest dowolny (np. wektor zerowy)

qq Ty iR £

12 n
Boy Hgy U0 Hog
=1 : :
Byy By 7 gy
oraz
B,
B,
g ="
B,

Ogodlny schemat opisuje metoda iteracji prostych, w ktérej rownanie

Gy F 842X+t a x, =by
Gy Xy + 8y Xs+ 4 @y %, = by

Gry ¥y + X+t g x, = by

3 Gy Qyym
s [ [+
Fa F | Zn
.dl Chit H H
Ax Gy Uy Ty

mozna zapisacé jako 2 , gdzie
Xy by
X bl_

i biorg sie z przeksztatcenia uktadu réwnan

przy zatozeniu, ze aii#0

Ay % F a8yt A X, =
@zy %y +aay s+t By x, = by

LR + Apg Xy + 7 + Apn¥n = b.':

przez podzielenie przez aii.
Otrzymujemy:



- i L R S .
xy =Py dapx; dapx;+octagx,
x; = Pp 4+ apx; + anxg + o+ agx,

tn = .E.-,. T Epg¥a 8y T3y Qe Fon¥n
gdzie:
- 1 i
B i £y ay diat #7J
oraz
uil=D dlE.'E:.j, EJ='1424 n

2. Na podstawie schematu z pkt. 1 wyprowadZ metod€e Gaussa - Seidla.

W tej metodzie macierz A ( z ogélnego schematu) przedstawiamy w postaci s L
gdzie:
D - macierz diagonalna (na przekatnej liczby, reszta zera)
L - macierz tréjkatna dolna (na dole liczby)
U - macierz tréjkatna gorna (na gérze liczby)
a1 a2 ... 4ia 0 0 ... 0 ay 0 .. 0 0 a2 ... aia»
a1 4ayi ... dua a1 0 0 0 a2 0 0 0 . Q1 g
Qi1 Qw3 i Ay ay | Qpy .. 0 0 Ozl 0O 0 .. 0
. . : : D+Ll)x=-Ux+b
do réwnania Ax=b i otrzymujemy: 0 T L :
Proces iteracyjny :
x4t = —(D+ L) Wwx™®+(D+ L)
inaczej:
i—1 n
(k+1) _ i e — (k+1) _ (%)
i j=1 j=i+l

dlai =1,2,*,n oraz iteracji k = 0,1,






3. Wyznacz macierz Gaussa-Seidla i przeprowadZ dwa kroki przybliZajace
rozwiazanie zaczynajac od wektora poczatkowego [2,2,2,2]

J1fe = )= B !
5 [ ] T
——
I 1
o 1 =
|
i
| |
S
: B =1 = =
“sHelolotofllH-2o ool fon stel 11
2,606 00 00 | oo kil |
=2 ool F oIS [ TON 6
o T 5 = Il (B R T O
T | ~ 1D &b LAk | i &4\
B[ J?‘.'.m;'_.--.";fj_]:l_l:| | __'
8] P Ny 1Y 7 5 S 5 T 6 O P = il ' T
I [ =2 T 8 R L e e e D
,I - T "1:I |=|I
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Zad3

1. Catkowanie numeryczne . Zdefiniuj pojecie kwadratury liniowej.
Kwadratura liniowa:

ng m ny
Q)= Aof(xi0)+ Y Ainf (i) +-- -+ Aif®(xi k)
i=0 i=1 =1

Ai,j - to wspétczynniki kwadratury,
Xi,j - to wezty kwadratury

Co to kwadratury Newtona Cotesa ? Jak wyglada ta kwadratura dla n=2 dla
funkgji f, gdzie n to liczba weztéw

Kwadraturg Newtona-Cotesa przyblizajaca ff (x)dx jest nazywana
kwadratura postaci: ’

Q(f) = I(Ls)

gdzie L, jest wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a funkcji f opartym
na rownoodleglych weztach xp = a.xy =a+ h,....x,=a+nh=0b

Dla n = 2 weztami kwadratury s3 xo = a, x1 = 352, o = b
Obliczamy wspotczynniki

2
__ b=a  (t=1)(t=2) .. _ b—a
Ao =52 Tea % = 75
2
b—a ¢—0)(t—2 4{b-a
A = ] ﬁl_u%z_ngﬂ’h 3
A = Ap

Otrzymalismy kwadrature Newtona-Cotesa postaci

Q(F) = I(Ls) = 2 - (:"(a) rar(3tl) f'(b])

2

ktéra nazywana jest wzorem parabol lub wzorem Simpsona

3. Oblicz metoda z pkt2 catke z sin(x) na przedziale <0, pi/2>

m T T T
Q':f) = E (st + 4-511114— SIHE) - E (gﬁ+ 1]



T1 2015 gr a zad1
1. Sformutuj zadanie interpolacji Hermite’a

Danych jest k + 1 réznych weztéw xp, x1, ..., Xk oraz liczby
k
naturalne mg, ms, ..., my takie, ze > m; = n+ 1. Zadanie

i=0
interpolacyjne Hermite'a polega na znalezieniu dla danej funkcji f*

wielomianu H,, stopnia nie wyzszego niz n, spetniajgcego warunki:

HO(x)=fU(x) i=0,1,...k j=0,1,...,m—1

2. ZnajdZ wielomian interpolacyjny Hermite’a w postaci Newtona
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Zad1

1. Podaj definicje aproksymacji Pade

pu(x)  ax*+...+ax+an
qi(x) bx!'+...4 bx+ by

(17)

Przyblizeniami Padego funkcji f s3 nazywane funkcje wymierne (17)
tak konstruowane, aby przy danych k i /, w punkcie x = 0 wartosci
funkcji f i ry oraz mozliwie wielu ich pochodnych byly réwne.

2. Wyznacz aproksymacje Pader, ,
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Wynik:
u:r1=1
o Xx =§

Y
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=45

® 14T
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o I = )
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X 4+
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0 |X5= 1
0 |x 5= -1
0 |xs=| -3/2
1|x5=| -1/6
1|x5=| -1/24



Zad 2

1. Zdefiniuj zadanie aproksymacji $Sredniokwadratowej w przestrzeni L:[a,b].
Zadanie aproksymaciji sredniokwadratowej w przestrzeni sz[a,b] polega na
wyznaczeniu takiej funkcji g, ktéra na przedziale <a,b> aproksymuje pewng funkcje f
najlepiej (tj. z najmniejszym btedem sredniokwadratowym) sposrod wszystkich
funkcji nalezacych do pewnej wybranej podprzestrzeni zbioru funkgji sz[a,b] (np. ze
zbioru wielomianow stopnia 1).

[ e < o

L2 [a,b] jest to zbidr funkcji mierzalnych na [a,b] i takich, ze ' /a ;
gdzie p(x) to pewna nieujemna, zerujgca sie na zbiorze miary zero funkcja zwana
b

[ o <o

funkcjg wagowa, taka, ze Ja

b
o | 1Al = ([ Pplaan)’} |
Jezeli przyjmiemy nastepujgcg norme: : a 'dla tego zbioru
(przestrzeni), to bedzie on przestrzenig liniowg unormowang. Naszym zadaniem jest
znalezienie funkciji, dla ktérej norma ta przyjmuje najmniejszg wartosc.

2. Podaj metode ortogonalizacji Grama-Schmidta i wykonaj ten algorytm dla
bazy {1,x,x2}.

W metodzie ortogonalizacji Grama-Schmidta uktad ortogonalny definiujemy
nastepujgco:

gl:fl

__E (fi.&) e
= Z(&gj)g; =R



@rjroao-mql)mala 6!‘0#% ~Schmidde vdfa 504‘0 £, x, ,(zg

A,’A . «@L: X<y 182,: st




Zad3

1. Rownania nieliniowe. Podaj og6lny iteracyjny schemat znajdowania zer
funkciji

Mamy dang funkcje f(x). Szukamy takiego miejsca
Zeby fix)=0.

Wybieramy punkt poczatkowy, obliczamy warto$¢
w tym punkcie a nast@pnie szukamy kolejnego
punktu, 2eby byt blizej miejsca zerowego. W
poszukiwaniach tych wykorzystujemy poprzedni
punkt

[£acytuj Zrodio tutaj.]

Definicja

Ogodlny schemat metod iteracyjnego znajdowania zer funkcji
1. Przeksztatlcamy rownanie f(x)=0 do postaci

X=6(x)

poprzez podstawienie

S(X)=X-g(X)f(x)

gdzie g jest funkcjg ciggly i g=0.

Punkt x* taki, ze rownanie jest spetnione nazywa sie punktem stalym. Czesto postac
x=f(x) rownania jest jego postacig ,naturalng”; wtedy mowimy o metodzie iteracji
prostef (przyktad z mechaniki kwantowej: SCF).

2. Tworzymy cigg kolejnych przyblizen x@ x™, __ x@®), . (w zatozeniu zbiezny do x™) taki,
ze

X(PN=g(x(P))
gdzie x\® jest przyblizeniem poczgtkowym. Taka procedura jest nazywana procedurg
iteracyjng a funkcja ¢ funkcjg iteracyjng.

3. Procedurg iteracyjng konczymy jezeli kolejne przyblizenia x* réznig sie odpowiednio
mato (zbieznos¢) lub wykonalisSmy maksymalng zadang liczbe krokow (brak
ZbieZnosci).




2. Podaj twierdzenie o jednoznaczno$ci rozwiazania (zatoZenie i tezg)

o Kiedy istnieje jedno rozwigzanie?

Twierdzenie

Jezeli f(x,y) jest funkcja ciagly zmiennej x dla x € [a, b] i spetnia
warunek Lipschitza ze wzgledu na y, tzn. istnieje stata L taka, ze dla
dowelnych rzeczywistych y1, y» i dla kazdego x € [a. b] jest spetniona
nierownosc

If(x,y1) — f(x,y2)| < Liy1 — y2l (6)

to dla kazdego skonczonego y, istnieje doktadnie jedna funkcja y(x)
ciagfa i rézniczkowalna na [a, b] taka, ze

y'(x) = f(x,y(x)) oraz y(a) =y, (7)

3. Zdefiniuj metode siecznych, pokaz jej zwiazek z ogélnym schematem z p1

(imy i
AGH Metoda siecznych

Metoda siecznych

W metodzie newtona w kazdej iteracji musimy obliczyc wartos¢ funkeji 1 wartosé pochodnej.

Aby unikng¢ obliczania pochodnej mozemy wartos¢ pochodnej zastapi¢ ilorazem

roznicowym.  Wzoér na  kolejne  przyblizenie  wtedy  przyjmuje  postaé:
X, =X

By = = —f(-\',, Sy Jix,).




4. Zapomoca siecznych rozwiazaé rownanie f(x)=x*-2

Mamy rownanie f(x) = x* — 2

Wybieramy przedziat w ktérym bedziemy szukac miejsca zerowego np. x1=01 x,= 2.
. - . g —Xpp— .

Podstawiamy do wzoru X, ,; = X, — m}”(ln)

I tak az do momentu az otrzymamy punkt ktory uznamy za wystarczajgco bliski rzeczywistej wartosci

miejsca zerowego.
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Zad 2

1. Interpolacja Hermite’a - definicja ilorazu réZnicowego i przyktad z
wielomianem w postaci Newtona

Danych jest k + 1 roznych weztdw
X0y X1y 409 X[

oraz liczby naturalne

k
E m; =n-+ 1.
Mk takie, e =0

Zadanie interpolacyjne Hermite'a polega na znalezieniu dla danej funkcji f* wielomianu Hp stopnia
nie wyiszego niz n, spetniajgcego warunki:

HO(x) = FO(x) i=0,1,...k j=0,1,...,m—1
llorazy réznicowe def.

Definicja. llorazy réznicowe funkcji f oparte na wielokrotnych weztach definiujemy jako zaleznosci:

e dlai-krotnego wezta X/
FU=1)(x)
(i—1)!

e dla réznych wezlow Xly X|419 0+ s X1+ k o krotnosciach odpowiednio

flx, i] =

f[xf‘. '.f: X141, "’If+1; saay X.l'-!—ka ;f-}-k] -
(FDxis it = L5 ey figeni - -3 Xigekes k]
—f[x;. TR RIS, BTN | 1])/(x;+k — x;)

fU(x;,.)dlam=0,1,... k

Zaktadamy, Ze istnieja pochodne i

j=0.1,....u+m—1



Przyktad.

Dane s3 wezly x0 i x1 o krotnosciach odpowiednio m0 = 3, m1 = 2. Dla danej funkgji f szukamy
wielomianu interpolacyjnego Hermite’a H4 takiego, ze:

Ha(xo) = f(x0) H-:t(xﬂ) =f(x0)  Hy(x0)=f"(x0)
Ha(x1) = f(x1)  Hy(xa) = f'(x)

Wielomian H4 mozna zapisat w postaci Newtona:

Ha(x) = bo+b1(x—x0)+ba(x—x0)*+b3(x—x0)>+ba(x—x0)* (x—x1)
Wspotczynniki bi sa odpowiednimi ilorazami roznicowymi lezacymi na przekatnej, np.
by = f[xo] = f(x0), b3 = f[xo, 3; x1]

Tablica ilorazéw réznicowych dla omawianego przyktadu ma postac

x flx)

0 f(a) f)o,2)=rf(xn)

n f(o) flo.2=Fle) o3 =5

n f(n) fhon] = L8 flg 2] = Duallied gy 5

x fia) fla,2]=F(x) flxu;x;,i]:r-Li—T—]"'i ;'“'“ f[m.i;x;.ﬂ:fuu’“'“i iﬂ’""z'” f[xg.3;x1.2]:-1—|—u'r"2""1 fbo3n

n-%

Zad 3

1. Metoda Newtona (Newtona-Raphsona) znajdowania miejsc zerowych -
definicja i znaleZ€ przybliZenie cbrt(9)






Termin 0 - 2011

1. Przestrzen Krytowa

Przestrzen Krylowa K to podprzestrzen liniowa R" (lub ogblniej C") generowana
poprzez iteracyjne mnozenie wektora i € R,przez macierz kwadratowg A:
K =lin{h, Ah, A°h, .., A" 'h}. Wiele wspotczesnych iteracyjnych metod rozwigzywania
wlasnego macierzy opiera sie na korzystaniu z przestrzeni (czesciej z podprzestrzeni)
Krylowa. W slajdach Szeligi wzér na podprzestrzen Krylowa jest taki:

Ku(A, o) = spaniry, Ary, A2y, ... A" 'ry}, ry=b—Ax
0 0> A7y 0 05> 7o 0

2. Wyprowadzi¢ Runge-Kuttego 4 rzedu

Klzf(xi’yi)

1 1
K,=f(x,+=hy,+=—Kh
o= (45 by K

1 1
K= +—h,yv.+—K,h
3 f(xz 2 yz 2 2 )
K,=f(x,+h,y,+K;h)

Yian =Y +§(Kl +2K, +2K, +K4)

Ciag przyblizeh zgodnie ze wzorem:

{ Yiv1 = yi + h®¢(x;, v h), i=0,1,...,N
Yo = Ya

Jej szczegdlnym przypadkiem jest klasyczna metoda RK 4

Yo =21+ K, +6,K, + 6K +¢,K, h

K, :f(xp}’i)
f(x, +a,h, y, +b,hK,)

K=l
K, = f(x, +a,h,y, +b,hK, +b,hK,)
K,=f(x +a,h,y, +b, hK, +b, hK,+b hK,)

i



3. Wartosci witasne i wektory wiasne

Niech X bedzie skonczenie wymiarowg przestrzenia liniowa nad ciatem F =R lub
F = C. Niech f : X — X bedzie endomorfizmem, tj. odwzorowaniem liniowym przeksztat-
cajgcym przestrzen lintowa w nig sama.

Definicja 7.1. Skalar A € F nazywamy wartoscig wtasng endomorfizmu f jezeli istnieje
niezerowy wektor v € X, taki ze
f(v)=Av; (7.1)

wektor v nazywamy wektorem wtasnym odpowiadajgcym wartosci wtasnej A.
Zachodzi nastepujace
Twierdzenie 7.1. Dla endomorfizmu f : X — X nastepujace warunki sg rownowazne:

(a) A jest wartoscig wtasng f;

(b) ker (f — Aidx) # {0};

(c) det(Ar — Al) = 0, gdzie A; jest macierzg endomorfizmu f (w dowolnej bazie prze-
strzeni X).

Poniewaz kazda macierz kwadratowa A € F"*" wyznacza naturalny endomorfizm
f:F"sv—fv)=Av e F”,

zatem pojecia wartosci wtasnej oraz wektora wtasneqgo w sposaéb naturalny przenosza
sie na macierze.

Definicja 7.2. Skalar A € F naozywamy wartoscig wtasng macierzy A € F"*" jezeli ist-
nieje niezerowy wektor v € F", taki ze

Av = Av;

J

wektor v nazywamy wektorem wtasnym odpowiadajgcym wartosci wtasnej A.

Zbior wszystkich wartosci wtasnych macierzy A oznaczamy o (A) i nazywamy
widmem macierzy A.

4. Metoda gradientéw sprzezonych

NIE MA NIC W JEJ PREZENTACJACH WIEC POMIJAM



5. Formy kwadratowe
Rozwazmy rzeczywista macierz symetryczng A € R™*".
Definicja 10.1. Funkcje h: R® — R postaci
h(zx) =zT Az (10.1)

nazywamy forma kwadratowq. Macierz symetryczng A wystepujgcg w powyzszym
rownaniu nezywamy macierzg formy kwadratowej h.

Przyjmujac A = [a;;], wzor (10.1) mozemy réwnowaznie wyrazi¢ w postaci

n n
h (.’]",'1? - ,.’]"In) = ZZGUTZTJ

i=1 j=1
Przyktad 10.1. Odwzorowania
h}_ (331,1132, 333) = —J?f + 233_13[?2 —+ xj — /12172333
oraz
ha (21, T2, T3, T4) = —22 + 22175 + 22 — dxp3
sq formami kwadratowymi o macierzach
- = @ -1
Ap, = 1 1 =2 oraz Ap, = .
0 -2 0 —= 4
0O 0 0 0

Odwzorowania
— 2 . 2 ) - 2 1
g1 (z1,x9) = 27+ 2120 + 22 0102 g (T, T2) = x] + 75+

nie sq¢ formami kwadralowyma.

Termin 1 -2013

1. Metoda RK2

W prezentacjach nie ma nic stricte o RK2 tylko o klasie metod RK. Nie wiem
co tu wpisac.



yl

2. Metoda Eulera

{ Yisr = Yi + (i, y) i=0,1,...,N—1
Yo = Va

Réznicowa metoda przyblizania wartosci. Wyprowadzenie jest ‘w miare’ prosto

opisane w prezentacji wiec pomijam. W metodzie chodzi o to, ze jest to metoda
jednokrokowa czyli kazde kolejne przyblizenie korzysta z tego wyliczonego wczeéniej.
Musimy mie¢ podany poczatkowy punkt i wartos$¢ funkcji w tym punkcie. Wtedy okreslamy
krok co jaki bedziemy przybliza¢ kolejne wartosci. Im mniejszy krok h tym dokfadniejsze
przyblizenie. Ale im wigeksza réznica miedzy obliczonym punktem x a poczatkowym x0 tym
wiekszy btad obliczen. Generalnie metoda nie jest doktadna.

3. Metoda siecznych i stycznych

Xk+1

a. siecznych

Do znalezienia kolejnych przyblizen uzyjemy interpolaciji liniowej. Po mojemu
najprosciej to bedzie tak. Jest sobie jaka$ funkcja. Teraz zakladamy Zze na jakims
malutkim przedziale [a,b] jest ona liniowa. | ten jej fragment na odcinku [a,b] mozemy
wtedy zastgpi¢ prostg (sieczng) bo zatozyliSmy zalezno$¢ liniowa. | teraz za
przyblizong wartosc¢ pierwiastka na tym przedziale przyjmujemy miejsce przeciecia
naszej linii z osig OX. Ten przedziat [a,b] nazywamy ‘przedziatem izolacji

f
Xk (Xk) (Xk — Xk ]): I [ n
k 1)

= f(xk) — f(x

Czyli w skrécie metoda polega na przyblizeniu rozwigzania ciggiem miejsc zerowych
cieciw ktére wyznaczymy na kolejnych przedziatach izolacji.




b. stycznych
Generalnie to polega to na tym samym tylko interpolujemy stycznymi a nie prostymi.
| teraz nasze pierwiastki to odciete punktu przeciecia stycznej z osig OX.

_ f(xk)
Xk+1 — Xk - f-;(xkj.

Tu sg spoko przyktady z rozwigzaniami i najprosciej jak sie da wyttumaczone obie metody:
PRZYBLITONE METODY ROZWIAZYWANIA ROWNAé&

4. uktad réwnan, A-M, przeptywy

Co autor miat na mysli ??7?

Termin 1 - 2014

1. Dana jest liczba 13.73,,, . Zapisz tg liczbe w znormalizowanym zapisie
zmiennoprzecinkowym o podstawie 2.

Kroki:

- Przeliczamy liczbe na system dwojkowy (bo podstawa 2), osobno czesc¢ catkowitq i
utamkowa. U nas to bedzie 13.73,, = 1101.01001001,,

- Dodajemy ceche réwng zero czyli 1101.01001001 ,, * 10°
- Normalizujemy czyli przesuwamy przecinek w lewo o 3: 1.10101001001,, * 10°

To raczej jest zle ale nic z tego tematu nie rozumiem niestety. Jak kto$ wie o co
chodzi w pierwszym zadaniu to niech to poprawi. Drugiego podpunktu nawet nie
ruszam.


http://www.imio.polsl.pl/Dopobrania/Rozw_rownan.pdf

2. Zdefiniuj zadanie aproksymacji sSredniokwadratowej w przestrzeni Lf,[a, b] i
Ly
Zadanie aproksymacji Sredniokwadratowej w przestrzeni L* [a,b] polega na
wyznaczeniu takiej funkcji g, ktéra na przedziale <a,b> aproksymuje pewng funkcje f
najlepiej (tj. z najmniejszym btedem sredniokwadratowym) sposrod wszystkich

funkcji nalezacych do pewnej wybranej podprzestrzeni zbioru funkciji L? [a,b] (np. ze
zbioru wielomianow stopnia 1).

[ e < o

L2P[a,b] jest to zbidr funkcji mierzalnych na [a,b] i takich, ze ,
gdzie p(x) to pewna nieujemna, zerujgca sie na zbiorze miary zero funkcja zwana

'/:p(.r)d.r<oo.

funkcjg wagowa, taka, ze

b
o | 1Al = Paaz)} |
Jezeli przyjmiemy nastepujacg norme: - a ‘dla tego zbioru
(przestrzeni), to bedzie on przestrzenig liniowg unormowang. Naszym zadaniem jest
znalezienie funkciji, dla ktorej norma ta przyjmuje najmniejszg wartosc.

3. Podaj metode ortogonalizacji Gramma-Schmidta i wykonaj ten algorytm dla
bazy {1,x,x*}

W metodzie Grama-Schmidta uktad ortogonalny definiujemy nastepujaco

g1="h

V= (f.g) :
g":ﬂ_jgl(gf&)&' i =2,3 . n

@r)roacmc\fvllg.(_\lc\ 6rw\a Schmdte  dla bmj £/, %, zzg

fazA  fi= >, ‘fs: <2

%4:‘9\ - (c :

oo S L g te2a
a S A L%“&\ 8&

g/

= L)
T

T UL ¥
83‘)‘ (A0 b&"‘z)ﬂ 7



4. Dla funkcji Vx pokaz, jak skonstruowaé drugi wielomian optymalny w sensie
aproksymacji sredniokwadratowej z waga 1 na przedziale [0,1]

Rozwigzaniem jest oy = &, @ = §, a3 = — . Drugi wielomian
optymalny dla f(x) = v/x jest réwny:

3
w;(x):—+?x——x

Dla funkcji f(x) = y/x szukamy drugiego wielomianu optymalnego w
sensie aproks. $redniokw. z waga p(x) = x na przedziale [0, 1], tzn. dla
f(x) = v/x € L3]0,1], p(x) = x, szukamy elementu optymalnego
wzgledem podprzestrzeni W5.

Rozwigzania.

|. Baza dla W;: wielomiany 1, x,x%.

Obliczamy elementy a; macierzy ukfadu réwnan normalnych:

1

gy = 1% 1):fx' L Ixdx = —
L=t=f

0

Analogicznie obliczamy skfadowe prawej strony (x'~1, /x)
Otrzymujemy uktad réwnan:

o el ol
§C}11 + z0 + §()f3 =
01+ g0+ 03 =

OIrs~InN|

5. Co to jest uktad rownan normalnych dla zadania aproksymacji. Podaj przyktad
wybranej funkcji dla ktérej poszukiwany jest wielomian optymalny w bazie.

NIEWIEM



6. Podaj algorytm eliminacji Gaussa rozwigzywania liniowych uktadéw rownan.

* Posta¢ macierzowa

“—a'.: G, A p x] [4]
|lay @y - a,| %] [b]
e 1% %1=1 7|
@y G — @n| %] (5]

* Dopisujemy do macierzy A wektor wyrazéw wolnych B
(macierz rozszerzona)

a; a, . a, b

@, @&, .. a4y, b
A B 21 22 2n 2 .

a, a, a"m bv:

* W kolejnych krokach rozpoczynamy przeksztatcanie
rozszerzonej macierzy A| B w macierz tréjkatng goérng
— Etap ten nosi nazwe etapu eliminacji

%, a, @ b | Jay a2 A p b
A a,, S | 3 a,, ayy |
h ——ay a,-—a a,-—a, b-—h 0 a,-—a a,-—a, b-—ph
1 TGy : T ay @ @
0

az a a, d. as a,, a,,
a,-2a, a,-a, .. a,-a, b-224| 0 a,-—=ay .. G,-—=a, b-"2b
Ty coay @, @ | Toay @, |

* Otrzymujemy macierz

4, G a, b ]

0 a5, a',, b,
A'= - 2

0 a 5 b’ aiii=0,n-1

L g == T T aki k=i+l,n-1,i=0,n-1
Ostatecznie otrzymujemy

@, @y Gy - Gy G, x7 T[]
0 a,, a'; .. a4, a4, | [x,| |b,
0 0 a'y; .. a',,; a', X; | = | b
0o 0 o0 .. o0 a",| %l [b%]

"
Xp=— 2
a nn
b"—a" X .
i in ii+l " 1?dla [:;1—1:)1—2,,.- 1

7. Podaj przyktad uktadu Zle uwarunkowanego dla metody eliminacji Gaussa.

Jakikolwiek uktad gdzie na przekatnej sg zera bo trzeba wtedy przesuwaé wiersze.



8. Wymien i opisz znane ci metody rozwigzywania nieliniowych rownan jedne;j
niewiadome;.

metoda bisekcji (potowienia) - jest najprostszg ze wszystkich mozliwych metod i jest
bardzo wolno zbiezna. Dane jest rownanie f(x) = 0, przy czym funkcja f (x) jest ciggta
w przedziale domknietym <a, b> oraz zachodzi nieréwnos¢: f(a) f(b) <0

metoda regula falsi (interpolacji liniowej) - metoda bazuje na fatszywym twierdzeniu,
ze w pewnym przedziale funkcja zawsze jest liniowa. Metoda ta jest szybciej zbiezna
od metody bisekcji, a ponadto jej zbieznos¢ jest rowniez gwarantowana. W
interpretacji geometrycznej metoda interpolacji liniowej oznacza zastgpienie krzywe;j
f(x) cieciwg taczacq punkty A(a, f(a)) i B(b, f(b))

Xx—a y-— f(a)
b—a Ff(b)—f(a)

Dla y =0 mamy afy—bf,
= ———
fy — £,

metoda siecznych - w tej metodzie generowanie ciggu kolejnych przyblizen wartosci
poszukiwanego pierwiastka odbywa sie takze za pomocg interpolacji liniowej.
Stosowana strategia interpolacji liniowej polega jednak na tym, Zze jest ona budowana
na podstawie znanych wartosci dwoch ostatnio obliczonych rzednych funkgciji f(x).

metoda stycznych (Newtona-Raphsona) - (ogdlnie polega na obliczaniu pochodnej
funkgcji) analizujemy funkcje f zmiennej x w otoczeniu punktu x,. Definiujemy iloraz
(réznicowy) funkgcji f w punkcie X, dla przyrostu Ax:

f(xo + Ax) — f(xp)
Ax

Pochodna funkgji y = f (x) w punkcie X, jest to granica, do ktorej dgzy
iloraz, gdy Ax dazy do 0, o ile taka granica istnieje:

; : f(x + Ax) — f(x)
Flag) = i, A

(8)
Obliczanie pochodnej f'(x) to rézniczkowanie funkcji f(x).
Pochodna istnieje, jesli:
e funkcja f(x) jest ciagta,
e istnieje granica okreslona w (8) — funkcja f (x) jest rozniczkowalna.



9. Zdefiniuj zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego

| Zagadnienie rozwigzywania rownan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu,
czyli rownan postaci: y’' = f(x, y) gdzie f - funkcja dwu zmiennych

Funkcje y - y(x) okreslong i rézniczkowalng dla x nalezacych do ustalonego
przedziatu [a, b] nazywamy rozwigzaniem réwnania y’ = f(x, y) jesli y’(x ) = f(x, y(x))
X € [a, b]

Roéwnanie y’ = f(x, y) moze mie¢ wiele rozwigzan, np. rozwigzaniem rownaniay’ =y
jest kazda funkcja postaciy (x ) = Ce*, C € R

Il Narzucamy dodatkowy warunek dla zapewnienia jednoznacznosci rozwigzania
e warunek poczatkowy - y(a) = ya i wtedy wraz z rownaniem y’ = f(x, y) nosi
nazwe zagadnienia poczatkowego lub zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania
pierwszego rzedu
e warunek brzegowy - g(y(a), y(b)) = 0 gdzie g jest dang funkcjg dwdch
zmiennych i wtedy wraz z rownaniem y’ = f(x, y) nosi nazwe zagadnienia
brzegowego
Il Rozwazmy zagadnienie poczatkowe

{ yi= f{x y) x € |a, b]
a)] =

y(a) = ya -

Réwnanie (5) moze mieé jedno rozwigzanie, wiele rozwigzan lub by¢ sprzeczne

IV Kiedy istnieje jedno rozwigzanie?
Jezeli f (x , y) jest funkcjg ciagta zmiennej x dla x € [a, b] i spetnia warunek
Lipschitza ze wzgledu na y, tzn. istnieje stata L taka, ze dla dowolnych rzeczywistych
Y, Y, i dla kazdego x € [a, b] jest spetniona nieréwnos¢

If(x, y4) = £, yo)l < Lly; — v,
to dla kazdego skonczonego vy a istnieje doktadnie jedna funkcja y(x) ciagta i
rézniczkowalna na [a, b] taka, ze

y'(x) = f(x, y(x)) oraz y(a) = y,

V Najczesciej rozwigzanie zadania poczatkowego (5) wymaga uzycia jakiejs
przyblizonej metody catkowania tego zadania. Dla obliczen numerycznych, w
zwigzku z btedami reprezentacji, zamiast zadania (5) rozwigzujemy zadanie postaci

z' = f(x,z)+ 6f(x) x € |[a,b]
z(a) =y, + 0y,
gdzie of(x) i dy, sg niewielkimi zaburzeniami fiy,.

Jesli funkcja f spetnia zatozenia powyzszego twierdzenia, to zadanie jest poprawnie
postawione.



10. Zdefiniuj metode Eulera

| Sposobdw wyprowadzania metod réznicowych moze by¢ wiele
Niechx,=a+ih,i=0,1,...,N, h=(a?b)/N

Pochodna y,(x ) przyblizamy ilorazem réznicowym pierwszego rzedu

opartym na wezfach xi x + h

Niechx, =a+ih,i=0,1,...,N,h=(a-b)/N

Jesli funkcja f € C, ,..r , rozwigzanie y rownania y, = f (x, y) jest klasy Cz[a’b] i ze
wzoru Taylora z resztg otrzymujemy réwnosé¢

! h) — h2 "
Y= YEER =) ey e pexin
Il Poniewaz

{ y'(x) = f(x,y(x))

y(a) = ya
wigc w punktach x = x; zachodzi
{ y'(Xi+1) = f(xi41, y(Xi41)) + &
y(a) = ya
gdzie
lgi| < Ms h?, M> = max M
x€la,b] 2 (14)

Odrzucajgc w rownaniu (14) nieznane skfadniki g, otrzymujemy metode Eulera
konstruujac ciag przyblizen {y}

yie1=yi+hf(xi,y)  i=0,1,...,N—1
Yo = Va

11.Rozwigz metode Eulera przyktadowe réwnanie rozniczkowe

https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/openagh-podreczniki_view.php?mode=view&categld=4
&handbookld=63&moduleld=582

Termin 3 - 2015

1. Opisz metode Newtona- Raphsona. Rozwigz tg metodg jakies réwnanie.

e opiera sie na wyznaczaniu stycznych do wykresu badanej funkc;ji f(x) w
kolejnych przyblizeniach


https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/openagh-podreczniki_view.php?mode=view&categId=4&handbookId=63&moduleId=582
https://epodreczniki.open.agh.edu.pl/openagh-podreczniki_view.php?mode=view&categId=4&handbookId=63&moduleId=582

e podstawg metody stanowi interpolacja funkcji f(x) za pomoca stycznej
prowadzonej w punkcie B(x0,f0). Kolejne przyblizenia sg odcietymi punktu
przeciecia stycznej z osig x.

(%)
Xey1 = M — 27— 1 -

f'(xi)

wyktadnik zbieznosci jest rowny 2 -> czyli metoda jest lokalnie zbiezna
kwadratowo (przy spetnionych zatozeniach jej btad maleje kwadratowo wraz z
liczbg iteraciji)

jest najszybciej zbiezng metodg

wymaga najwiekszego naktadu obliczeniowego na poszczegdlng iteracje
metoda bywa rozbiezna, gdy punkt startowy jest zbyt daleko od szukanego
pierwiastka rownania

Wetom mom ?LOCJPWSOWQ/ E
DQ%A‘“X.ZG

..........

i :-.i:_f@f e Fz:f-’z i) ig]



2. Kwadratura liniowa

Kwadratura liniowa- jest synonimem catkowania numerycznego. Metody

catkowania numerycznego polegajg na przyblizeniu catki za pomocg odpowiedniej
sumy wazonej wartosci catkowanej funkcji w kilku punktach. Wynik ostateczny jest
sumg oszacowan catek w poszczegolnych podprzedziatach.

i=0

np m ng
Q(f) = Z A;}O f(X;’U) + Z A;}]_ f’(X,'?}) +... +Z A,‘}k f(k](X,"k)
i=1 i=1

Funkcjonat Q to kwadratura liniowa,
wspotczynniki A; ; to wspétczynniki kwadratury,
punkty x; ; to wezty kwadratury

Kwadratura Newtona-Cotesa

e jest to kwadratura ztozona

e nie jest kwadraturg interpolacyjng

e zadany przedziat [a,b] dzielimy na mniejsze podprzedziaty, a nastepnie w
poszczegolnych podprzedziatach stosujemy kwadratury proste

(interpolacyjne)
|. Dzielimy przedzial |o,b] na N podprzedzialow z weztami rownoodleglymi 2
b-yg v
o PRRSRENE
W kazdym przedziale o, x4 ( 0. ..., N)wyznaczamy n + 1 wezléw postaci
- . i=0, n.
W kazdym z przedzialow stosujemy kwadrature Newtona-Cotesa oparty na
wezlach. czyli: I'(f) = inf f(x)de = Qu([f) — E\(f

Zatem ztozona kwadratura Newtona-Cotesa przedstawia sig wzorem:

A h T R
() f \ Q.(f) \ \ | __.".' L' (6.14)

P



3. Jak wyglada ta kwadratura dla n=1 dla funkcji f, gdzie n to liczba weztow

@ Przyktad 1. Wzor trapezéw
Dla n = 1 weztami kwadratury sg krance przedziatu xp = a, x3 = b
Obliczamy wspotczynniki

1

Ao =(b—a) [ Eldt = &2
0
1

A =(b—a) [ S5dt =52
0

Kwadratura Newtona-Cotesa dla n = 1 jest rowna

R = apiy= 23

(f(a) + (b))

Otrzymalismy tzw. wzor trapezow

4. Oblicz metoda Newtona-Cotesa catke z cos(2x) na przedziale <0, pi/2>

O(f) = % * (cos(0) + cos(5)) = ...

Termin 2 - 2015



1. Podaj definicje ilorazéw roznicowych funkcji f opartych na wielokrotnych
weztach dla réznych weztéw x,, x,,,, ..., x,,, 0 krotnosciach odpowiednio

[pips woes Xpig -

llorazy réznicowe def.

Definicja. llorazy réznicowe funkcji f oparte na wielokrotnych weztach definiujemy jako zaleznosci:

e dlai-krotnego wezta X/
f(i—l)(x’)
(i — 1)!

Xls X141y« « « 3 X1+ k o krotnosciach odpowiednio

f[x;. f] En

e dlaroznych weztéw

T - il4k
FIas i X141y 1425 - -« 3 Xt ks k] =
(f[x;. ip = 15 X424 01415 -« 3 Xtk iH—k]
—F X1, it; Xp41s 01415 <+ < 3 Xty i1k — 1) / (tk — X1)

U x: -
Zaktadamy, ze istniejg pochodne %) dla m=0,1,..., k

1:0.1.....1[+m_1



2. Znajdz wielomian interpolacyjny Hermite’a w postaci Newtona, wiedzac o
funkciji f, ze: f(1) = 4, f(2) = 2, f(2)=2, f’(2)=2

SPROBUJE TO POTEM POLICZYC

3. Podaj ogdlny schemat iteracyjnego znajdowania zer funkcji

Mamy dana funkcje f(x). Szukamy takiego miejsca
zeby f(x)=0.

Wybieramy punkt poczatkowy, obliczamy wartos¢
w tym punkcie f(x;,) a nastepnie szukamy
kolejnego punktu f(x,_.1), Zeby byt blizej miejsca
zerowego. W poszukiwaniach tych wykorzystujemy
poprzedni punkt

Ogolny schemat metod iteracyjnec

1. Przeksztatcamy rownanie f(x)=0 do postaci

X=¢(x)

poprzez podstawienie

$(X)=x-g(x)f(x)

gdzie g jest funkcjq ciggty i g=0.

Punkt x* taki, Zze rownanie jest spetnione nazy

x=f(x) rownania jest jego postacig ,naturalng”;
prostej (przyktad z mechaniki kwantowej: SCF

2. Tworzymy cigg kolejnych przyblizen x(@ x ..
ze

X(P* =g (x(P))

gdzie x(@ jest przyblizeniem poczatkowym. Ta
iteracyjng a funkcja ¢ funkcjg iteracyjng.

3. Procedure iteracyjng konczymy jezeli kolejne p
mato (zbieznosc¢) lub wykonalisSmy maksymalr
zbieznosci).



4. Zdefiniuj metode siecznych w odniesieniu do schematu z pkt 1

W metodzie newtona w kazde;j iteracji musimy obliczyc wartos¢ funkeji 1 wartos¢ pochodney.
Aby unikna¢ obliczania pochodne) mozemy wartos¢ pochodne) zastgpi¢ 1lorazem
roznicowym. Wzor na  kolejne  przyblizenie  wtedy  przyjmuje  postaé:

Y =y '\ii "u—l f( Y )
“n+l -n .f‘(-\‘” ) . ‘f.(-\'”_;) “nt*

5. Rozwigz metodg z pkt 2 réwnanie x + 2In(x) = 0

IVIamy réwnanie f(x) = x2 — 2

Wybieramy przedziat w ktérym bedziemy szukac miejsca zerowego np. x;=0i x,= 2.

Xp=Xn—
Podstawiamy do wzoru X, = X,, — ———2—=*— f(x
Y n+1l n f(xnlff(xn_ﬂf( n)

| tak az do momentu az otrzymamy punkt ktéry uznamy za wystarczajgco bliski rzeczywistej wartosci

miejsca zerowego.

)(‘,,': i ""1"1

>n1:'.3 & 4 ' n
2 U v il KOG RO 15

A= 3 341 e( 9‘

Robimy ta metodg ale mamy inne réwnanie



6. Oblicz metodg RK4 wartos¢ y(1) dla zagadnienia poczatkowego w postaci
y'=2x+y, y(0)=0 z krokiem h=0.25.

POLICZE POTEM

7. Sformutuj zadanie interpolacji Hermite’a

Danych jest k + 1 réznych weztéw xg, x1,. .., xx oraz liczby
k
naturalne mg, my, ..., my takie, ze Y- m; = n+ 1. Zadanie
i=0

interpolacyjne Hermite'a polega na znalezieniu dla danej funkcji f*
wielomianu H, stopnia nie wyzszego niz n, spetniajgcego warunki:

HI(x) = fY(x) i=0,1,...k j=0,1,....,m—1

8. Podaj schemat budowy dowolnej metody iteracyjnej
rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych

Metody iteracyjne rozwigzywania uktadéw rownan liniowych polegajg na konstruowaniu
f0) (1) A1)
ciggu przyblizen wektora rozwigzan & al e ' okreslonego wzorem:
fi+]) _ g g (i) .=
" Mx"Hw, i=0,1, .. ,gdzie M jest macierzg kwadratowg a “w” jest wektorem.
0Ogdlny schemat obliczen iteracyjnych przedstawia metoda iteracji prostych. Za jej pomocag
mozna rozwigzac¢ uktad réwnan liniowych (o n niewiadomych).

ay4X4 + @y3%, + -+ a4, %, = by

Gy %y +ay%x, + -+ ay,x,, =b,
Q% +a,x,++a,.x,=b,
Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci Ax=b, gdzie:
Q11 Gy 7 Qqy Xy b,
P a;1 Q,, a;n . X, ' - b:
Qpy Gz ™" Quy X, b



9. Na podstawie schematu z pkt 1 wyprowadz metode Jacobiego

Rozwazamy uktad Ax=b.

Przyjmijmy, ze A=L+D+U, gdzie:
L-macierz poddiagonalna (tréjkatna dolna),
D-macierz diagonalna,

U-macierz naddiagonalna (trojkgtna gorna)

Uklad rownan w postaci Ax=h mozemy zatem zapisa¢ w postaci:
(L+D+U)x=b

Przeksztalcajac otrzymujemy:

Dx=-(L+U)x+b.

A wige:

x=-D" (L +Ux+D"b.

Mozemy wigc skonstruowacé ciag przyblizen rozwigzania w postaci:
xie; =D @L+U)x; +Db.

-1
‘Macierz D powstaje poprzez podniesienie do potegi -1 wszystkich wartosci(elementow)
1a gtdwnej przekgtnej macierzy D.

/tego chyba nie trzeba ale wstawiam tak fo:

drzy zatozeniu, ze elementy gléwne macierzy A sa rozne od zera (€zyli @ 0 dla

heeddems n)=nale2y przeksztatci¢ uktad w taki sposob, aby wyznaczy¢ z pierwszego

7 . X . Loy s
éwnania ~ ! z drugiego *2a7do"n.

Jostajemy:
( - (b1_ (a1:x:+"'+a1n1'n))
.‘1 R a
11
o (b: = (ay,x, + - +a,, 4"};))
g R

"
.

(bn — (@yyxy ++ al.n-lxn-l))

" a

nn



10.Wyznacz macierz Jacobiego i przeprowadz dwa kroki przyblizajace
rozwigzanie zaczynajgc od wektora poczatkowego {2.2.2.2} dla uktady
rownan

2%x1+x2+3x3=9

2xz -3%2 -4x3 +x4 =12
X1-2x%2 +2x3 + 3x4=15
-3x1 +x2 + 2x3 +x4 =9

Obliczenia ponizej sg dla wektora {1,1,2,2}









11. Przedstaw metode Eulera i jej modyfikacje
Metoda Eulera:
e wolno zbiezna
e opiera sie na interpolacji geometrycznej réwnania rézniczkowego

W metodzie Eulera schemat metody dany jest wzorem:

Yisr = ¥i + hf (x;, y;)-

Modyfikacje:
e metoda jest wtedy szybciej zbiezna
e zwiekszajg dwukrotnie koszt jednego kroku metody

e metoda Heuna (ulepszona metoda Eulera)

1
Yirsl = yi + Eh(f(x,-,y,-) + f(xi + h, yi + hf(xi, yi)))

e zmodyfikowana metoda Eulera

1 1
yi+1 = yi + hf (x;i + §h’ yi + §hf(x;,y;))

@ Metode Eulera i jej modyfikacje mozna zapisa¢ w postaci

{ Yisr=Yi+ h®e(x,ynh) x=a+ih, i=0,1,...,N—1
Yo =VYa

(22)
z ré6znymi funkcjami ® = ®¢(x, y; h)
W metodzie Eulera ®¢(x,y; h) = f(x,y)

12. Oblicz wykorzystujac metodg Eulera warto$¢ funkciji w y(1) dla zagadnienia
poczatkowego postaci y’' = 4x + 2y, y(0) = 2 z krokiem 0.25
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Ln(xi) = f(x:)

SFORMULUJ ZASADE INTERPOLACJI LAGRANGE
gdzie x; # x; dla i # .

Zad 1
Zadanie interpolacyjne Lagrange'a polega na znalezieniu dla danej

funkcji f* wielomianu L, stopnia nie wyzszego niz n, ktérego

wartosci w n + 1 punktach x; s3 takie same jak wartosci

interpolowanej funkgji:

Termin 0 2015



Zadanie interpolacyjne Lagrange'a ma jednoznaczne rozwiazanie,
ktére mozna przedstawi¢ w postaci:

La(x) = 3 F(x)h(x)
i=0

gdzie
n
df X — X
() =11 —
iy N
J#i

/; to wielomiany stopnia n takie, ze

1 H3i=i
) :‘5’?‘:{ 0 diait]

2. JAK MOZNA OSZACOWAC BLAD INTERPOLACJI? PODAJ
SENSOWNE TWIERDZENIE

® Reszta interpolacyjna r to
r(x) = f(x) — La(x)

o doktadna wartos¢ funkcji f w punkcie x nie jest znana,
dlatego korzystamy z twierdzenia
Istnieje punkt £ = £(x) € [a, b] taki, ze

A e)

| Pn+1(x]

)=

przy czym zaktadamy, ze f ma ciagta pochodna (n+1). rzedu
na przedziale [a, b] zawierajacym punkty xg, x1, ..., X, oraz x

3. OBLICZ BLAD POWSTALY PRZY OBLICZENIU PIERWIASTKOW Z LICZBY
7 PRZY WEZLACH W PUNKTACH 1, 4,9




1. Podaj schemat budowy dowolnej metody iteracyjnej rozwigzywania
uktadow rownan liniowych.

Metody iteracyjne rozwigzywania uktadéw rownan liniowych polegajg na konstruowaniu

0y (1) (i)
. — : P L AU , S : .
ciggu przyblizen wektora rozwigzan okreslonego wzorem:

(D) _y e (0,
e My "Hw, i=0.1,.. ,gdzie M jest macierza kwadratowg a “w” jest wektorem.
Ogdlny schemat obliczen iteracyjnych przedstawia metoda iteracji prostych. Za jej pomocg
mozna rozwigzadé uktad réwnarn liniowych (o n niewiadomych).

@y3Xy + 8%+ + @y, X, = by
a:ikl + ﬂ::,l: s b a:nl-n = b:

Ap1Xy i Qp2X2 F psecit QpnXn = bn
Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci Ax=b, gdzie:
B 83 ™ A Xy b,
Q1 Gy °° Gy X b,
A — . . " : X = :- . b — "
Qp1 Qpz "7 Quy Xn b

2. Na podstawie schematu z pkt 1 wyprowadz metode Jacobiego.
Rozwazamy ukfad Ax=Db.

Przyjmijmy, ze A=L+D+U, gdzie:

L-macierz poddiagonalna (tréjkatna dolna),

D-macierz diagonalna,

U-macierz naddiagonalna (trojkatna gérna)

Uklad rownan w postaci Ax=»h mozemy zatem zapisa¢ w postaci:
(L+D+U)x=b

Przeksztalcajac otrzymujemy:

Dx=-(L+U)x+b.

A wige:

x=-D"(L+Ujx+D"b.

Mozemy wigc skonstruowac cigg przyblizen rozwigzania w postaci:

Xie; =-DNLAUx; +D7b.



=)
*Macierz D powstaje poprzez podniesienie do potegi -1 wszystkich wartosci{elementaw)
na gidwnej przekatnej macierzy D

/ftego chyba nie trzeba ale wstawiam tak lo:

Przy zalozeniu, Zze elementy glowne macierzy A s3 rozne od zera (czyli @; * 0 dla

S0 ")’naiezy przeksztatcic uktad w taki sposob, aby wyznaczyc z pierwszego

CR z drugiego *2azdo " ™
Dostajemy:
( e ot (b, = (agx; +  + ay,%,))
- 1 —
Qi1
| (b: — (4324 + -+ ”mxn))
Xq —
\ = s

W
1

B (bn —(ayxy + + ai.n-lxn-I))
'n = a

nn

3. Wyznacz macierz Jacobiego i przeprowadz dwa kroki przyblizajace
rozwigzanie

zaczynajac od wektora poczatkowego {2.2.2.2} dla uktady réwnan :

e -2x1+x2+3x3=9

® 2xZ -3x2 -4x3 +x4 =12

o x1-2%x2 + 2x3 + 3x4=15

e -3x1 +x2 + 2x3 +x4 = 9









Catkowanie numeryczne . Zdefiniuj pojecie kwadratury liniowej.

Kwadratura liniowa:
ng 1} N
QF) =D _Aiof(xi0)+ D Aiaf' (Xia)+-. .4+ ) Aif(xik)
i=0 i=1 =1

Al - to wspotczynniki kwadratury,
Xij - to wezty kwadratury

Co to kwadratury Newtona Cotesa ? Jak wyglada ta kwadratura dla n=2 dla
funkcji f, gdzie n to liczba weztéw

Kwadratura Newtona-Cotesa przyblizajaca fuf (x)dx jest nazywana

kwadratura postaci:

Q(f) = I(Ls)

gdzie L, jest wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a funkcji f opartym
na rownoodlegtych weztach xp = 3,y =a+ h, ..., X, =a+nh=bh

Dla n = 2 weztami kwadratury s3 xg = a, x1 = % =25
Obliczamy wspotczynniki

2
o ~1)(¢—2 ooy
Ay = 53 gHi—ﬁdf = b32
2
A =532 [f':g ;201 dt = 252
0
A = Ag
Otrzymalismy kwadrature Newtona-Cotesa postaci
b — b
Q(F) = I(Ls) = 2=2 (f’{a] PP faaaka Y r’{b))

ktéra nazywana jest wzorem parabol lub wzorem Simpsona

Oblicz metodg z pkt 2 catke z sin(s) na przedziale <0,pi/2>

3. Oblicz metoda z pkt2 calke z sin(x) na przedziale <0, pi/2=>

(s TR P WL
i) = = (511’10 + 4511’114— SII‘LE) = (ZV’E—I— 1)



2018 termin 2

1. Podaj definicje aproksymacji Pade

pi(x)  ax*+ ...+ a1x + a
q(x) bix'+...+ bx+ by

ru(x) = (17)

Przyblizeniami Padego funkcji f s3 nazywane funkcje wymierne (17)
tak konstruowane, aby przy danych k i /, w punkcie x = 0 wartosci
funkeji f i ry oraz mozliwie wielu ich pochodnych byly réwne.

2. Wyznacz aproksymacje Pade

3. Podaj twierdzenie o jednoznacznosci rozwigzania (zatozenie i teze)

o Kiedy istnieje jedno rozwigzanie?

Jezeli f(x,y) jest funkcja ciagta zmiennej x dla x € [a, b] i spetnia
warunek Lipschitza ze wzgledu na y, tzn. istnieje stata L taka, ze dla
dowolnych rzeczywistych y1, y» i dla kazdego x € [a, b] jest spetniona
nierbwnosé

If(x,y1) = f(x,y2)| < Liy1 = yal (6)

to dla kazdego skoniczonego y, istnieje doktadnie jedna funkcja y(x)
ciggta i rézniczkowalna na [a, b] taka, ze

y'(x) = f(x,y(x)) oraz y(a) =y, (7)




4. Za pomocg siecznych rozwigza¢ rownanie f(x)=x3-2

l‘vlam'g' réwnanie f(x)=x% -2

Wybieramy przedzial w ktorym bedziemy szukad miejsca zerowego np. X,=01 X,= 2.

gy =Xp—
Podstawiamy do wzoru ¥, = ¥, — ————— f(x
¥ i+l n f{-‘-'nj_fl-"nal-' f{ rt:II

| tak az do momentu a2 otrzymamy punkt ktdry uznamy za wystarczajgco bliski rzeczywiste] wartodei

miejsca Zerowego,

KS:%J X ’h lﬂgq‘
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1. ZAD.1
1.1.  Dana jest liczba 13,73 ,,,. zapisz te liczbe w znormalizowanym zapisie zmiennoprzecinkowym
o podstawie 2




1.2.  Liczby staloprzecinkowe. Pokaz, jak obliczy¢ btad bezwzgledny i wzgledny rozwiniecia
dwoéjkowego o 6 bitach utamkowych dla liczby 0,4 ,,.




2.1.

ZAD. 2

Zdefiniuj zadanie aproksymaciji sredniokwadratowej w przestrzeni sz[a,b] (??7?)

Zadanie aproksymaciji sredniokwadratowej w przestrzeni sz[a,b] polega na wyznaczeniu takiej
funkcji g, ktéra na przedziale <a,b> aproksymuje pewng funkcje f najlepiej (j. z najmniejszym
btedem sredniokwadratowym) sposréd wszystkich funkcji nalezgcych do pewnej wybranej
podprzestrzeni zbioru funkgciji sz[a,b] (np. ze zbioru wielomianéw stopnia 1).

b
[ P@pla)ds < oo
sz[a,b]jest to zbidr funkcji mierzalnych na [a,b] i takich, ze Ja , gdzie p(x) to
pewna nieujemna, zerujgca sie na zbiorze miary zero funkcja zwana funkcjg wagowa, taka, ze

b b
1
[oiz<oe | 15 = ([ P@plea)?
a . Jezeli przyjmiemy nastepujacg norme: a dla tego

zbioru (przestrzeni), to bedzie on przestrzenia liniowg unormowang. Naszym zadaniem jest
znalezienie funkgciji, dla ktérej norma ta przyjmie najmniejszg wartosc.


http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%7C%7Cf%7C%7C%20%3D%20(%5Cint_a%5Ebf%5E2(x)p(x)dx)%5E%5Cfrac%7B1%7D%7B2%7D
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%5Cint_a%5Ebf%5E2(x)p(x)dx%20%3C%20%5Cinfty
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%5Cint_a%5Ebp(x)dx%20%3C%20%5Cinfty
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%7C%7Cf%7C%7C%20%3D%20(%5Cint_a%5Ebf%5E2(x)p(x)dx)%5E%5Cfrac%7B1%7D%7B2%7D
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%5Cint_a%5Ebf%5E2(x)p(x)dx%20%3C%20%5Cinfty

2.2. Podaj metode ortogonalizacji Grama-Schmidta i wykonaj ten algorytm dla bazy {1,x,x?}.

W metodzie ortogonalizacji Grama-Schmidta uktad ortogonalny definiujemy nastepujaco:
g = fi
i—1
(firg;) .
gi = fi — g;.i=2.3....n
2 (95.95)

=1

gdzie jako iloczyn skalarny mozemy przyja¢ jeden z nastepujacych, zaleznie od tego czy badamy przedziat
[a,b] (czesto jest to przedziat [-1,1]) czy zbior punktow X,,X,,...,Xy:

b
(fr. fi) = f fil(z) filz)p(x)dz, k # | w przestrzeni L2[a,b]

i )

N

(fe.fi) = ka{:ri}fe{:ri Jp(z:i), k # 1 w przestrzeni 2 y

=1


http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?g_1%3Df_1%5C%5C%0Ag_i%3Df_i%20-%20%5Csum_%7Bj%3D1%7D%5E%7Bi-1%7D%5Cfrac%7B(f_i%2Cg_j)%7D%7B(g_j%2Cg_j)%7Dg_j%2C%20i%3D2%2C3%2C...%2Cn
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?(f_k%2Cf_l)%20%3D%20%5Cint_a%5Ebf_k(x)f_l(x)p(x)dx%2C%20k%5Cneq%20l%5Ctext%7B%20w%20przestrzeni%20%7DL_p%5E2%5Ba%2Cb%5D%5C%5C%0A(f_k%2Cf_l)%20%3D%20%5Csum_%7Bi%3D1%7D%5ENf_k(x_i)f_l(x_i)p(x_i)%2C%20k%5Cneq%20l%5Ctext%7B%20w%20przestrzeni%20%7Dl_%7Bp%2CN%7D%5E2%5C%5C

3. ZAD.3
3.1.  Podaj algorytm eliminacji Gaussa rozwigzywania liniowych uktadow réwnan.
Wymiary macierzy: n x n+1




Eliminacja Gaussa

[TACIER2  Ab: eliminacja Gaussa
o ol og, b dlp  laazede Lelsza proce prfuszego
i s e 08 B S e =
\ O‘m_{ 2, GQJ b,\ |
e hy, e, B ) o Kasdlego elerentu  odtfrmj
20 21 9% —)—2_/
S od{?ow‘odabh@? Gﬂ,e/ﬂ Z Wtvsze pch(ﬁ%e%Q-
" ( xD)
N
L R A
g /%c/»//%///a/@ /go/ i o

O [ED) kh)
, ,““ SN { fak a1 po O

\H/
7N e SR
0 alg ol b, feran 2 dote de goy

PrRegRU Ca gy LSz stkee 'g ’ﬁgfnq‘

w prawe  { daelidy  catmc peez TN,






3.2. Podaj przyktad uktadu zle uwarunkowanego dla tej metody i uzasadnij swoj wybdér.

Ogolnie zeby uzasadnic ze jakas macierz jest zle uwarunkowana, obliczamy wskaznik
uwarunkowania, ktéry powinien by¢ mozliwie najnizszy - juz wartosci rzedu 1000 oznaczajg
naprawde kiepsko uwarunkowany uktad. W tym przyktadzie mamy cond(A) = 43495500 15 000 -
na obrazku jest pomylone sumowanie z mnozeniem.

mnd{ﬂ]:HA” . ”A_l || ”..Y || = Mari<i<n E:=1 |-'I-'-i,_-;i|



http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%24%20%5C%7CX%5C%7C%3Dmax_%7B1%20%5Cleq%20i%20%5Cleq%20n%7D%5Csum_%7Bj%3D1%7D%5En%7Cx_%7Bi%2Cj%7D%7C%0A%24%0A
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%24%20cond(A)%3D%5C%7CA%5C%7C%5Ccdot%7B%7D%5C%7CA%5E%7B-1%7D%5C%7C%0A%24%0A

3.3. Rozwigz podany przez siebie przyktadowy uktad réwnan podang w pkt. 1 metoda.




2015TO A

1.
1.1.

1.2.

ZAD.1A

Sformutuj zasade interpolacji Lagrange’a
Zadanie interpolacyjne Lagrange'a polega na znalezieniu dla danej
funkeji F* wielomianu L, stopnia nie wyzszego niz n, ktérego
wartosci w n + 1 punktach x; s3 takie same jak wartosci
interpolowanej funkeji:

L) =Ffx) dai=01....n
gdzie x; # x;j dla { # j.

Jak mozna oszacowac btad interpolacji? Podaj sensowne twierdzenie

Obliczy¢ btad powstaty przy obliczeniu pierwiastkéw z liczby 7 przy weztach w punktach 1, 4, 9

Obliczamy pierwiastek z 7 za pomoca interpolac)i Lagrange'a.
Najpierw ustalmy pewne punkty, dla ktdrych tatwo obliczy¢ pierwiastek. Trzeba to zrobic w taki sposdb, aby 7 byto w srodku tego przedziatu. Punktdw musi by¢ co najmniej 3. Im wiecej ich bedzie, tym oszacowanie
bedzie dokfadniejsze.

[T=3 - 2

1
2
3

Na ich podstawie tworzymy z wzoru wielomian interpolacyjny Lagrange'a, a potem obliczamy jego wartos¢ w punkcie 7.

(x—x,) (x—x,) (=) do—a (x—x,) (x—2x)
Ly(%)=f (mg) =T+ [ () =t f () w1
xo_xl 30_12 ll_la J.l_xz .\.Z_xo lz_xl
. (1=4) (7-9) . (7=1) . (7=9) . (7-1) .(7-4)__ 1 .8 .. 18 .
LTS T 8 T T i1 i 9 @1 G4 A §5 ool

Z jakim btedem mozZemy to wykonac?

W tym celu nalezy obliczy¢ wartosc r(x) z wzoru:
r(z) = flz) — La(z)

Poniewaz wartosci funkcji w dowolnym punkcie nie znamy, dlatego musmy sie positkowa¢ odpowiednim
twierdzeniem:



2.
2.1.

Jezeli rzeczywista funkcja f ma ciggtg pochodng (n+1) -ego rzedu na przedziale [a,b] zawierajgcego wezty x0,

E=Eur) e [IJ.EJ]

x1, ... ,xn i punkt x (w ktorym liczymy wartos¢ funkcji) to istnieje punkt
punktu x dla ktérego:

f[n.-|-1],:'5'3
r(x) = (n+1)! Prt1(x)

zalezny od

ZAD.2 A
Podaj schemat budowy dowolnej metody iteracyjnej rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych

Metody iteracyjne rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych polegajg na konstruowaniu ciggu przyblizen
wektora rozwigzan x©, x,..., x9,... okreslonego wzorem:

x 0 = Mx® + w i=0,1,...

gdzie M jest pewng macierzg kwadratowa, a w jest wektorem.

Ogodlny schemat obliczeh iteracyjnych przedstawia metoda iteracji prostych. Za jej pomocg mozna
rozwigzac uktad réwnan liniowych (o n niewiadomych).

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci Ax =b

11Xy + @1 X5+ F 8y X, = by
@y Xy +ayX; + -+ ayx, = b,

" 1

]
B
"

0% F 8% v ta. k. =8

przyjmujac, ze

2.2.

Q11 Qg7 A1p 5 b,
- s r PR X4 b,

. 0 o] x= , b=| =
a!"’!l ani anr 1'1 b‘"

Na podstawie schematu z pkt. 1 wyprowadz metode Jacobiego

ZA CHUJ Z TEGO SCHEMATU NIE ZROBIE ALE NA OGOL

Metoda Jacobiego jest metodg iteracyjng i pozwala nam obliczy¢ uktad n réwnan z n
niewiadomymi Ax = b. Wektor x° bedacy poczatkowym przyblizeniem rozwigzania uktadu
bedzie dany (zwykle przyjmuje sie go jako wektor ztozony z samych zer). Kolejne przyblizenia

x"" =M+ Nb
bedziemy oblicza¢ wedtug nastepujacego wzoru:

gdzie M =1- NA, N jest pewng macierzg kwadratowg, / to macierz jednostkowa (ztozona z
samych zer oprocz gtéwnej przekatnej na ktérej znajdujg sie jedynki). Macierz wspoétczynnikow
A roztozymy na sume trzech macierzy A =L + D + U, gdzie L jest macierzg w ktérej znajdujg
sie elementy ktérych numer wiersza jest wiekszy od numeru kolumny, D to macierz diagonalna
z elementami tylko na gtownej przekatnej, a U to macierz, w ktdérej znajdujg sie elementy
ktérych numery wiersza sg mniejsze od numerow kolumny. Mozna to zapisaé nastepujgco:



2.3.

apy Ay, ... dy, 0 0 .. 0 a; 0 .. 0 0 ays .. a; ,
@y @y oo G, |_[ @1 0 .. 0 4 9 @2 O O 0 o4,

Ay 1 Ay a e Gy oy Gy i By s e 0 0 ... a,., 0o 0 .. 0

W metodzie Jacobiego przyjmiemy, ze N=D"', to wowczas M = -D”'(L+U). By zastosowac tg
metode nalezy najpierw tak zamieni¢ kolejnos¢ rownan uktadu, aby na gtéwnej przekatnej byty
elementy rozne od zera. Macierz D" otrzymamy po podniesieniu do potegi -1 wszystkich
wartosci na gtéwnej przekatnej macierzy D. Metoda ta jest zbiezna dla dowolnego przyblizenia
poczatkowego rozwigzania x°, jesli promil spektralny -D'(L+U) jest mniejszy od jeden (promien
spektralny to najwieksza wartos¢ bezwzgledna z wartosci wtasnej macierzy). W przeciwnym
wypadku nie dla kazdego przyblizenia poczatkowego otrzymamy rozwigzanie uktadu.

Wyznacz macierz Jacobiego i przeprowadz dwa kroki przyblizajgce rozwigzanie zaczynajac od
wektora poczatkowego X, dla podanego uktadu réwnan (chyba takiego):

2 -2 1 3 0] |= 9
X_Z 2 -3 —4 1| |x=| |12
°7 |2 1 =2 2 3| |xzs|” |15
2 -3 1 2 1| |z 9
OGOLNIE TO kaziu nam dal taki fajny wzorek ktory daje odrazu rozwiazania:
- Zlﬂjﬁ.ch.”+E:|'jL
e cdla a, #0k=12__n
Qe

ale ze tutaj jest macierz to jest wiecej pierdolenia

1.Rozbijamy na macierzL D i U



http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?X_0%0A%3D%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A2%5C%5C%0A2%5C%5C%0A2%5C%5C%0A2%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A-2%20%26%201%20%26%203%20%26%200%20%5C%5C%0A%202%20%26%20-3%20%26%20-4%20%26%201%20%5C%5C%0A%201%20%26%20-2%20%26%202%20%26%203%20%5C%5C%0A%20-3%20%26%201%20%26%202%20%26%201%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D%20%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0Ax_1%5C%5C%0Ax_2%5C%5C%0Ax_3%5C%5C%0Ax_4%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D%0A%3D%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A9%5C%5C%0A12%5C%5C%0A15%5C%5C%0A9%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A-2%20%26%201%20%26%203%20%26%200%20%5C%5C%0A%202%20%26%20-3%20%26%20-4%20%26%201%20%5C%5C%0A%201%20%26%20-2%20%26%202%20%26%203%20%5C%5C%0A%20-3%20%26%201%20%26%202%20%26%201%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D%20%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0Ax_1%5C%5C%0Ax_2%5C%5C%0Ax_3%5C%5C%0Ax_4%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D%0A%3D%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A9%5C%5C%0A12%5C%5C%0A15%5C%5C%0A9%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D




3. ZAD.3 A
3.1.  Catkowanie numeryczne. zdefiniuj pojecie kwadratury liniowe;.




3.2.

3.3.

Zadanie przyblizonego obliczania calek to aproksymacja funkcjonatu
I innymi, prostszymi do obliczania funkcjonatami. W praktyce znamy
funkcje podcatkowa f i ewentualnie jej kolejne pochodne. Wobec

b
tego catka [ f(x)dx przyblizana jest funkcjonatami @ postaci:

gy LY ik
Q(f) = Z A;pf(xi0)+ Z Aiaf'(x1)+.. -+Z At (x4 (2)
=0 i=1 i=1
Funkcjonat @ to kwadratura liniowa,
wspotczynniki A; ; to wspodczynniki kwadratury,
punkty x;; to wezly kwadratury

+

Co to kwadratury Newtona-Cotesa? Jak wyglada ta kwadratura dla n=2 dla funkgciji f, gdzie n to
liczba weztow

Kwadratura Newtona-Cotesa

b

Kwadraturg Newtona-Cotesa przyblizajaca [ f(x)dx jest nazywana
kwadratura postaci:

gdzie Ly jest wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a funkcji f opartym

na rownoodlegltych weztach xy =a.xy =a+ h,.... xy=a+tnh=5b

Dla n = 2 wezlami kwadratury sa xp = 3, % = “;b, wm=hb
Obliczamy wspotczynniki

2
_ b=—a t—1){e—2 _ b=—a
R -L!:- u—1]{u—z:|dt R
2
b—a t—0){e—2) A b—a
A = 2 J;j[l—n:j:{z—a;udf— 3 :
Az = Ag

Otrzymalismy kwadrature Mewtona-Cotesa postaci

Q) = 112) = 252 ((a) + 472 52) + 7(5))

ktdra nazywana jest wzorem parabol lub wzorem Simpsona
Oblicz metoda z pkt. 2 catke z sin(x) na przedziale = 0,7/2 >
WZOR KAZIA

H=b-a/N gdzie a poczatek przedzialu w tym wypadku 0 ,b koniec przedzialu w tym wypadku

P1/2 a N to dokladnosc no tutaj byla dowolnosc ale powiedzmy 10 ogolnie to SIMPSON dla N
parzystego!!

S(f)=H/3*(f,*f )+4(F1+f3+...f ,)+2(f2+f4+...f ,) -a wiec zacyznamy ze f =f(0) gdzie f=sin(x) i f =f(pi/2)
f1(x1) =f(0+H) ;f2=f(x1+H) i tak az skonczysz iterowac do x= pi/2

(JAK KTOS NIE ROZUMIE TO WYTLUMACZE)


http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%3C0%2C%20%5Cpi%2F2%20%3E
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%3C0%2C%20%5Cpi%2F2%20%3E
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1. ZAD.1B
1.1. Sformutuj zadanie interpolacji Lagrange’a dla weztéw réwnoodlegtych.

Zadanie interpolacyjne Lagrange'a polega na znalezieniu dla danej
funkcji f* wielomianu L, stopnia nie wyzszego niz n, ktérego
wartoéci w n + 1 punktach x; s3 takié same jak wartoéci
interpolowanej funkcji:

Laloa) =F0g) dlai=10;1,.:5
gdzie x; # x; dla i # j.

Czesto wezty interpolacyjne sa réwnoodlegte (i rzeczywiste):
S=%+ih dbai=0,1,....0

gdzie h to stata dtugosé kroku. Wielomian Lagrange'a ma teraz
postac:

=
Lol Ln(xo + th) = fx
n( ) 0 + Z J[E i j
J#Fi
Dla x = xp + th postaé wielomiandéw pi jest nastepujaca:
k—1
pi(x) = pu(xo + th) = h* TT (£ — 1)
i=0

1.2. Zdefiniuj posta¢ Newtona wielomianu dowolnego stopnia dla dowolnych weztéw.
n
=) brpi(x
k=0

PO(X)dzfl
pk(x) (x—xo)(x—xl)---(x—xkfl) dlak=12,...;m

a Xg, X1, ---, Xp 53 danymi liczbowymi.

Wielomiany pyx (k=10,1,..., n) tworza baze przestrzeni W,
wielomianéw stopnia nie Wyzszego niz n

Wspdlczynniki by, nazywane s3 ilorazami réznicowymi funkcji f(x)
opartymi na wezfach x,, x4, ..., Xi.

by = f(x0)

k
S i)
i=0 _?ZU._];?‘—'IE.(I{ i xj)




1.3. Przedstaw wielomian W'[-T) =32" — 5z +6 w postaci Newtona dla punktow 0, 1, 3.
3 :
13 W= 3 T Cx +6

(0) =6 |
9 ﬁm =3-5+0 =4
Si=! ACIETRSCETE

(f

\

Po (<) =1
P1 [ )= (x‘xo)"'—?(
P2 (ﬂ £ ()("Xo)CX“X,J:’ ,X(x‘“‘ ”f)

o = AG =W =6
(; e £(xo) i 1 i) g s o g b4 iy _‘2
T

(<o ~x1) CRacte)l 1 4 1

E o _;'&("’O) ' j(#ﬁ\ & f(&\ 0
2

S +
(KG *—x{)( Kigh xi) (*‘1‘*0}( "7"7“';\. ("<.2‘ ko)(xz“" )k“b =

—

G (7= S P L =
Fal=73) + A ER)) & (=) :‘2 "2_ +5 = 3

B 0 | 2 + 34D e

i
1

ZAD.2B

2.1.  Przedstaw ogdélny schemat budowy dowolnej metody iteracyjnej rozwigzywania uktadéw
réwnan liniowych.

Metody iteracyjne rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych polegajg na konstruowaniu ciggu przyblizen
wektora rozwigzan x©, xV,..., x,... okreslonego wzorem:

x 0 = MxD + w i=0,1,...
gdzie M jest pewng macierzg kwadratowg, a w jest wektorem.

Ogdlny schemat obliczeh iteracyjnych przedstawia metoda iteracji prostych. Za jej pomocg mozna
rozwigzaé¢ ukfad réwnan liniowych (o n niewiadomych).

Ukfad ten mozna zapisa¢ w postaci Ax = b


http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?W(x)%20%3D%203x%5E2%20-%205x%2B6
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?W(x)%20%3D%203x%5E2%20-%205x%2B6

[111_11*-[11:3{‘:—'-"'—'-&1”1 =b1
@y Xy taypx; +-ta,x,=b

ﬂn11'1+ﬂn:1':—"‘—£1 X =b

przyjmujac, ze

Q9 Gy - Oy -5 by
- (i ' a4 I: b"_r
A — .-1 :-.n ) .I.:H', x — . ’ b e '-
Qp1 Qyo Qpn Xn bn

2.2.  Na podstawie schematu z pkt.1 wyprowadz metode Gaussa-Seidla.

W metodzie tej macierz A przedstawia sie w postaci:
A=L+D+U,

gdzie D — macierz diagonalna, L - macierz tréjkatna dolna, za$ U — macierz tréjkatna goérna.

Wtedy uktad réwnan Ax = b mozna przedstawi¢ w postaci:
(D+L)x =-Ux + b

Dlatego proces iteracyjny mozna zapisa¢ w postaci:
x &0 =_(D+L) " Ux® + (D+L)" b

Rownowazna postac tego procesu to

i—1 n
(k+1) _ 1 (k+1) (k)
X, =—1B;— ) 8%, = a;x;
a" L I . J
- =1 =i+l

dlai =1,2,",n oraz iteracjik = 0,1,

2.3.  Wyznacz macierz Gaussa-Seidla i przeprowadz dwa kroki przyblizajgce rozwigzanie
zaczynajac od wektora poczatkowego X dla uktadu réwnan postaci:

2 -2 1 3 0] [= 9
o |2 2 -3 —4 1| |=| |12
"= |2 1 -2 2 3| |xs| ™ |15
2 3 1 2 1] |z 9


http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?X_0%0A%3D%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A2%5C%5C%0A2%5C%5C%0A2%5C%5C%0A2%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A-2%20%26%201%20%26%203%20%26%200%20%5C%5C%0A%202%20%26%20-3%20%26%20-4%20%26%201%20%5C%5C%0A%201%20%26%20-2%20%26%202%20%26%203%20%5C%5C%0A%20-3%20%26%201%20%26%202%20%26%201%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D%20%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0Ax_1%5C%5C%0Ax_2%5C%5C%0Ax_3%5C%5C%0Ax_4%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D%0A%3D%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A9%5C%5C%0A12%5C%5C%0A15%5C%5C%0A9%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D
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ZAD.3B
3.1.  Catkowanie numeryczne. Zdefiniuj pojecie kwadratury liniowej.

v Zadanie przyblizonego obliczania catek to aproksymacja funkcjonatu
[ innymi, prostszymi do obliczania funkcjonatami. W praktyce znamy
funkcje podcatkowa F i ewentualnie jej kolejne pochodne, Wobec

b
tego catka [ f(x)dx przyblizana jest funkcjonatami Q postaci:
a

Q) =3 Aiaf (o) + 3 Aiaf () b+ 3 Ak () (2)
i=0 =4

Funkcjonat Q to kwadratura liniowa,
wspotczynniki A;; to wspdfczynniki kwadratury,
punkty x; ; to wezfy kwadratury

3.2. Co to sg kwadratury Newtona-Cotesa? Jak wyglada ta kwadratura dla » =1 dla funkgji f,
gdzie n to kwadratury (Uwaga: dla n = 1 weztami kwadratury sg krance przedziatu).

Kwadratura Newtona-Cotesa

b
Kwadraturg Newtona-Cotesa przyblizajaca [ f(x)dx jest nazywana
kwadratura postaci:

gdzie Ls jest wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a funkcji £ opartym
na rownoodlegltych weztach = a.xy=a+h..... xn=a+nh=b

@ Przyktad 1. Wzor trapezow
Dla n = 1 weztami kwadratury sa krance przedziatu xp = a, x; = b
Obliczamy wspétczynniki

T
‘»—i
Q.
~
I
T
1]

3]

i
o
Q.
5
I
T
[§]

Alz(b—a)

Kwadratura Newtona-Cotesa dla n =1 jest réwna

b—a
Q(f) = I(L1) = ——(f(a) + f(b))
Otrzymalismy tzw. wzdr trapezdw

3.3.  Oblicz metodg z pkt. 2 catke z sin(x) na przedziale = 0,7/2 >

& () = 52 (Ho) + (1) Jonn dn

Qlsip ») = 224 EL (5o ()~ s (D)= F{0-DN=%

2015 T1

1. ZAD.1


http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%3C0%2C%20%5Cpi%2F2%20%3E
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%3C0%2C%20%5Cpi%2F2%20%3E

1.1.  Sformutuj zadanie interpolacji Hermite’a.

1.2. Znajdz wielomian interpolacyjny Hermite’a w postaci Newtona, wiedzac o funkcji f, ze:

f(2)=1,1(2)=27"(2)=0,f3) =1, (2)

Wzory na zotto.
i
Xi



http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?f%5Cleft(2%5Cright)%3D1%2Cf%27%5Cleft(2%5Cright)%3D2%2Cf%27%27%5Cleft(2%5Cright)%3D0%2Cf%5Cleft(3%5Cright)%3D1%2Cf%27%5Cleft(2%5Cright)

ZAD. 2

Podaj ogoiny schemat metod iteracyjnego znajdowania zer funkcji.

Ogodlny schemat iteracyjnego znajdowania zer polega na obliczaniu odpowiednich wartosci za
pomocg podanego wzoru, nastepnie uzycia odpowiedniej metody numeryczne. Po kazdej takiej
operacji w zalezno$ci od wyniku nastepuje zmiana zakresu, ktérego uzywamy. lteracja zwigzana
jest z iloscig wykonanych powtérzen, aby dojs¢ do odpowiedniej doktadnosci.

2.2. Zdefiniuj metode stycznych w odniesieniu do schematu z pkt.1.

Metoda stycznych (zwana réwniez metoda Newtona) rézni sie nieco od opisanych dotychczas metod wyznaczania
pierwiastka funkcji. W metodzie tej nie okreslamy przedziatu poszukiwan, lecz punkt na osi x dostatecznie blisko

pierwiastka funkcji, ktéry oznaczymy x,. Nastepnie znajdujemy prostg styczng do wykresu funkcji w tym punkcie.
Prosta ta przecina o$ x i wyznacza nam kolejny punkt, ktéry obliczamy wg wzoru:

x0 = XA - (f(xA) / F(xA))




2.3. Rozwiaz metoda z pkt.2 rownanie * + in{z) = 0

Gdyby warto$¢ nie miescita sie w przyjetym przedziale eps to za xA przyjmujemy obliczonego x0 i liczymy
od nowa wszystko tak samo :)

3. ZAD.3
3.1. Zdefiniuj zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego

Zagadnienie Cauchy’ego (zagadnienie poczatkowe) — zagadnienie polegajace na znalezieniu konkretnej
funkciji spetniajgcej dane réwnanie rézniczkowe i warunek poczatkowy. W przypadku rownania stopnia
pierwszego, warunkiem poczatkowym bedzie punkt, przez ktéry powinien przechodzi¢ wykres szukanej funkgiji.
W przypadku réwnania stopnia drugiego, zagadnienie poczatkowe zawiera¢ bedzie dodatkowo wartos¢
pierwszej pochodnej w danym punkcie i analogicznie, w przypadku rownan wyzszego stopnia.

3.2. Podaj definicje metod réznicowych jednokrokowych

@ Metody jednokrokowe. Konstruuja ciag przyblizen y; ~ y{x;),
i=0.1,...,N zgodnie ze wzorem

{ }"I+1=J"r'+h¢f{xr~ﬁih}~ ‘:=nr1-.-'-~sN {g]

Yo =¥Ya

gdzie funkcja @ = @7 moze zaleze¢ od f nieliniowo


https://pl.wikipedia.org/wiki/R%C3%B3wnanie_r%C3%B3%C5%BCniczkowe
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?x%2Bln(x)%3D0
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?x%2Bln(x)%3D0

3.3. Oblicz, wykorzystujac metode Rungego-Kutty IV rzedu, wartos¢ funkcji w y(1) dla
zagadnienia poczatkowego postaci Yy =2r+y, y(ﬂ] = 0z krokiem h=0,25.

1
yn+1:yn+g(k1+2k2+@f{.‘3—|—k4) R:D,l
gdzie:
ky = hfixnsyn)

i 1
k‘g == hf(il?n —+ Eh, Un -+ Ek'l}

1 1
ks = hf(zn + §h: Yn + Ekﬁ}

k'4 - hfl:il’in —+ h, Yn -+ ks)


http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?y%27%3D2x%2By%2C%20y(0)%3D0
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?y%27%3D2x%2By%2C%20y(0)%3D0
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1. ZAD.1A
1.1. Podaj definicje ilorazéw réznicowych funkcji f opartych na wielokrotnych weztach dla

réznych weztéw x,, x,.,,..., x,,, 0 krotnosciach odpowiednio i, ,,....i;,, .

1.2. Znajdz wielomian interpolacyjny Hermite’a w postaci Newtona, wiedzac o funkcji f, ze:

S =4,/2)=2,1(2)=2,/(2)=2.

2. ZAD.2A
2.1. Podaj ogolny schemat metod iteracyjnego znajdowania zer funkgciji.
2015 T

2.2. Zdefiniuj metode siecznych w odniesieniu do schematu z pkt. 1.
Metoda siecznych

W metodzie newtona w kazdej iteracji musimy obliczyc wartosé funkeji 1 wartoéé pochodnej.
Aby uniknaé obliczania pochodne] mozemy wartos¢ pochodnej =zastapi¢ ilorazem
roznicowym.  Wzér na  kolejne  przyblizenie  wtedy  przyjmuje  postaé:

L e

s o n-1
R el

x1 = (a—f(a)) = s fl@) = f(x)) <0 - [ax]; fla)=f(xy) = 0 - [x,b]

b—a
f) - f(a)
(to jest to..?) TAK. Jak to wyedytowac?
Tak byto u Byrskiej w pdf
2.3. Rozwiaz metoda z pkt. 2 réwnanie x +2/nx =0,



ZAD.3 A

Zdefiniuj zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego.
PATRZ NIZEJ

Przedstaw metode Rungego-Kutty IV rzedu.




3.3. Oblicz, wykorzystujac metoda Rungego-Kutty IV rzedu, wartos¢ funkcji w y(1)dla
zagadnienia poczatkowego postaci y'=2x+y, y(0) =0 z krokiem /= 0.25.

/I Gajek Pozdrawia, obliczytem to na stronie wyzej tj. T1 2015 zad 3:)

ZAD1B
1.1.  Sformutuj zadanie interpolacji Hermite’a.

Kocham ten przedmiot za to, ze sami sobie mozemy zadania definiowac //Tomasz

| sami siebie na tym przedmiocie upierdoli¢ //Szymon

<3/ WHITEAG

tajtak wciskasz tych serduszkow jak mrowkow a ludzie sie uczg, a jak Ci méwimy ze mitosci Ci
brakuje a Grzesiek B. smuta to niee
EHHH :(



1.2,

2.2.
2.3.

Znajdz wielomian interpolacyjny Hermite’a w postaci Newtona, wiedzac o funkgcji f, ze:

fB)=170)=3,7"3)=0, /(5 =115 =3.

KTOS COS?
//Gajek znéw pozdrawia, obliczytem tow T1 2015 :D

ZAD 2B

Przedstaw ogdlny schemat budowy dowolnej metody iteracyjnej rozwigzywania uktadéw réwnan
liniowych

0, 2015 zad 2

Na podstawie schematu z pkt. 1 wyprowadz metode Jacobiego

Wyznacz macierz Jacobiego i przeprowadz dwa kroki przyblizajgce rozwigzanie zaczynajac od
wektora poczatkowego [1, 1,2,2] dla podanego uktadu rownan postaci:

9y o + 323 =9 -2 1 3 0] |m 9

2ry — 3z + 4wy + 1y =12 2 =3 —4 1| [z _ 12

{.'1:1 —2r2 + 2r3 + 3y =15 I =2 2 3| |z 15

—3r1 +mxo + 2wz +x4 =9 inaczej zapisane: L3 1 2 1] [z 9
ZAD 3B


http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A-2%20%26%201%20%26%203%20%26%200%20%5C%5C%0A%202%20%26%20-3%20%26%20-4%20%26%201%20%5C%5C%0A%201%20%26%20-2%20%26%202%20%26%203%20%5C%5C%0A%20-3%20%26%201%20%26%202%20%26%201%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D%20%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0Ax_1%5C%5C%0Ax_2%5C%5C%0Ax_3%5C%5C%0Ax_4%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D%0A%3D%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A9%5C%5C%0A12%5C%5C%0A15%5C%5C%0A9%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A-2%20%26%201%20%26%203%20%26%200%20%5C%5C%0A%202%20%26%20-3%20%26%20-4%20%26%201%20%5C%5C%0A%201%20%26%20-2%20%26%202%20%26%203%20%5C%5C%0A%20-3%20%26%201%20%26%202%20%26%201%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D%20%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0Ax_1%5C%5C%0Ax_2%5C%5C%0Ax_3%5C%5C%0Ax_4%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D%0A%3D%0A%5Cbegin%7Bbmatrix%7D%0A9%5C%5C%0A12%5C%5C%0A15%5C%5C%0A9%0A%5Cend%7Bbmatrix%7D
http://api.gmath.guru/cgi-bin/gmath?%5C%7B%20%5Cbegin%7Bmatrix%7D%20%0A-2x_1%20%2B%20x_2%20%2B%203x_3%20%3D%209%0A%20%5C%5C%20%0A%202x_1%20-%203x_2%20%2B%204x_3%20%2B%20x_4%20%3D%2012%0A%20%5C%5C%20%0A%20x_1%20-%202x_2%20%2B%202x_3%20%2B%203x_4%20%3D%2015%0A%20%5C%5C%0A-3x_1%20%2B%20x_2%20%2B%202x_3%20%2B%20x_4%20%3D%209%0A%20%5Cend%7Bmatrix%7D

3.1.  Zdefiniuj zagadnienie poczatkowe Cauchy’ego

3.2.  Przedstaw metode Eulera i jej modyfikacje




3.3.  Oblicz, wykorzystujac metode Eulera, wartosc¢ funkcji w y(1) dla zagadnienia poczatkowego postaci
y'=4x+2y, y(0) =2 z krokiem i =0.25
Zadanie rozwigzane na zdjeciu, nie wiem za bardzo o co chodzi z tym y(1), czy chodzi o to ze to
x4 =17
SPRAWDZCIE <3

2015 T3

Zadanie 1. - Identyczne jak Il termin grA, czyli

ZAD.1A




1.1.  Podaj definicje ilorazéw réznicowych funkcji f opartych na wielokrotnych weztach dla roznych

weztow x;, X, ,..., X;,; O krotnosciach odpowiednio i, ,...,i, -
@ dla réznych weztow x;, xj41. ..., x44 o krotnosciach
odpowiednio iy, ijy 1. - -5 Q4K
FIXts i3 X01s 1415 - - -3 Xtk 1pk] =
(f[Xh i) S T N 3 (D f:+k]
—F 0, i X415 g1 - -5 Xk ek — 1)) / (ke — X1)

Zaktadamy, ze istnieja pochodne fU}(x;Hm) dlam=0,1,...,k,
FERE sl gy —

W zadaniu krtonos¢ zaczyna sie od i(i+1) a w rozwigzaniu od i(1). Szczerze nie wiem czy to
sie czyms rozni.... ale tak tylko méwie.
// Marcin - Definicja rézni sie wtedy tym, Ze iloraz réznicowy zapisujemy jako f([xI, i(I+1); x1,i(I+k)].
Jesli znajde, ze to jednak cos innego to zmienie.
W jakich miejsach dotadnie zajdzie ta zamina??

f[xb Ligts o STt ii+k]

— Ly s — 1; ) Xigpo bgar] — FI%0 Givis <5 Xiagr biar — 1)|
- I

Xitie — Xi
Chyba takie cus

1.2.  Znajdz wielomian interpolacyjny Hermite’a w postaci Newtona, wiedzac o funkcji f, ze:

S =4,/(2)=2,1(2)=2,f"2)=2.






/'jutro ladniejsze wrzuce

Zadanie 2. - Opisz metode Newtona-Rabsona - Rozwigz tg metodg jakies réwnanie
/INa wykfadach nie wrzucone jeszcze to, wiec inne internety.

Metoda ta, zwana réwniez metodg Newtona, Newtona-Raphsona lub metoda stycznych, pozwala obliczyé

miejsca zerowe funkcji nieliniowych w przedziatach, musi ona jednak spetnia¢ nastepujace warunki:

e funkcja foraz jej pierwsza i druga pochodna sa ciggte w badanym przedziale <a, b>,
e wewnatrz <a, b> znajduje sie dokfadnie jeden pierwiastek,
o f(a)*f(b) <0,

e pierwsza i druga pochodna majq staty znak w badanym przedziale <a ,b>.



Metoda przebiega nastepujgco: badamy znaki funkcji i drugiej pochodnej na krancach badanego przedziatu
<a, b>. Za punkt x” wybieramy ten koniec przedziatu, w ktorym funkcja i jej druga pochodna majg réwne

znaki, a wzor na kolejne punkty wyglada nastepujaco:

fxi-1)

=

- i)

* Po pewnej liczbie krokéw albo otrzymujemy pierwiastek doktadny albo ciag przedziatéw zbiezny do

pierwiastka. Maksymalny btad i-tego przyblizenia to:

maxx € <a, b= |f" ' (x)| fx) )2
2-minx€ <a, b>|f" (x)| ' {x;)

Przyktad z neta:

Obliczymy z dokfadnoscig do 0,01 za pomoca metody stycznych pierwiastek funkcji f(x) = x3 - x2 + 2x - 1, f'(x) = 3x2 -

2x + 2, za punkt startowy przyjmujemy x, = 1.

Krok 1. x, =1

Obliczamy warto$¢ funkcji dla wybranego punktu oraz warto$¢ funkcji pochodnej w tym punkcie.
f(x,) =f(1) =1, fi(x,) =F(1) =3

Obliczamy punkt przeciecia sie stycznej do wykresu w punkcie x, z osig x:

Xo = X, - f(x,) / f'(x,) =1-1/3=0,6666...

Obliczamy wartos$¢ funkgji dla wyliczonego punktu x,

f(x,) = f(0,6666...) = 0,185185185

Warto$¢ ta nie wpada w zatozone otoczenie zera - 0,01, wiec za x, przyjmujemy obliczony punkt X, i obliczenia
kontynuujemy w kolejnym kroku.

Krok 2 x, = 0,6666...

f(x,) = f(0,6666...) = 0,185185185

f'(x,) = f'(0,6666...) = 2

Obliczamy punkt przeciecia sie stycznej do wykresu w punkcie x, z 0sig x:
X, = X, - f(x,) / f'(x,) = 0,6666... - 0,185185185 / 2 = 0,574074074

Obliczamy wartos¢ funkgiji dla wyliczonego punktu x,



f(x,) = f(0,574074074) = 0,007779556

Wartos¢ funkcji wpada w zatozone otoczenie zera, wiec otrzymany punkt x, = 0,574074074 jest przyblizonym

pierwiastkiem naszej funkcji.

Zadanie 3. - Catkowanie numeryczne . Zdefiniuj pojecie kwadratury liniowej. - Co to kwadratury Newtona
Cotesa ? Jak wyglada ta kwadratura dla n=1 dla funkgciji f, gdzie n to liczba weztéw - Oblicz metoda z pkt2 catke

z cos(2x) na przedziale <0, pi/2>

a) Catkowanie numeryczne — metoda numeryczna polegajaca na przyblizonym obliczaniu catek
oznaczonych. Termin kwadratura numeryczna, czesto po prostu kwadratura, jest synonimem
catkowania numerycznego, w szczegolnosci w odniesieniu do catek jednowymiarowych. Dwu- i wyzej
wymiarowe catkowania nazywane sg czasami kubaturami, cho¢ wyraz kwadratura réwniez niesie to
znaczenie dla catkowania w wyzszych wymiarach. (wiki)

b) Kwadratura liniowa

e Zadanie przyblizonego obliczania catek to aproksymacja funkcjonatu | innymi, prostszymi do
obliczania funkcjonatami. W praktyce znamy funkcje podcatkowa f i ewentualnie jej kolejne

b
J f(x)dx
pochodne. Wobec tego catka & przyblizana jest funkcjonatami Q postaci:
ng m ny
QU =) Aiof(xi0)+ > Aiaf'(xia)+-. .+ AikfP(xi.) (2)
=0 i=1 i=1

Funkcjonat Q to kwadratura liniowa, wspotczynniki Ai,j to wspotczynniki kwadratury, punkty xi,j to
wezty kwadratury

b

In(f) := / p(x)f(x)dx

e Bardziej ogolna posta¢ dla Q: a

gdzie p to funkcja wagowa, nieujemna na odcinku [a, b], zerujgca sie w nim w skonczonej liczbie

b
[ p(x)dx < o0
punktow i catkowalna, tzn. a
e Najczesciej stosowane kwadratury korzystajg jedynie z wartosci funkcji f i majg postaé:

Q(f) = ZA,—f(x,-)

i=0



Kwadratura Newtona-Cotesa

b
Kwadraturg Newtona-Cotesa przyblizajaca [ f(x)dx jest nazywana
d

kwadratura postaci:

Q(f) = I(Ln)
gdzie L, jest wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a funkcji f opartym
na rownoodlegtych weztach xp = a.xs =a+ h,....x,=a+nh=0b

Dla weztow réwnoodlegtych wielomian L, jest postaci

n

L,(x) = Lo(a+ th) = Z f(x) (14)

i=0 Jj=0
J#i
gdzie ;, =a+ih, i=0,1,....n, h:=(b—a)/n

= ZA,?([X,)

Catkujac prawa strone réwn. (14) otrzymujemy kwadrature

ze wspoétczynnikami Ai okreslonymi jako: . Mozna sprawdzic, ze Ai = An-i.

c)Dlan=1

Przyktad 1. Wzor trapezow
Dla n = 1 weztami kwadratury s3 krance przedziatu xg = a, x; = b
Obliczamy wspotczynniki

1

Ao = (b- a]{—*jdt = b2
1

A= (b- a)g{——i:”dt = 252

Kwadratura Newtona-Cotesa dla n = 1 jest réwna

Q(F) = (L) = 25 2(F(a) + £(b))

Otrzymalismy tzw. wzor trapezow

Skoro metoda trapezéw to tak samo jak Glowacz wyzej opisywat jedziemy iterujac i zwiekszajac krok
wzorem na trapezy:



Metoda trapezow:
h—-a : 1. e 1 _.
= N ;¥ (f)= H» zfn‘ I ’zfﬁ.‘
T2 2015 B

Zad.1.1 Sformutuj zadanie interpolacji Hermite’a

Zadanie interpolacji Hermite'a polega na znalezieniu wielomianu H,, ktorego wartosci oraz
odpowiednie wartoscl pochodnych sa rowne danym wartosciom. Stopnien wielomianu
interpolacynego jest mie wigkszy niz », gdzie E:‘zﬂ m; =n + 1. Czyli szukamy takiego wielomianu,
dla ktorego;

HY (x,) = FU (x;), dla i=0.1....k oraz j=0.1,....m~1.

Zad.1.2 Znajdz wielomian interpolacyjny Hermite’a w postaci Newtona, wiedzgc o funkcji f, ze:

FE=FG) =3./70) = 0./(3) = 1./(5) =3,

Zad.2.1 Przedstaw ogolny schemat budowy dowolnej metody iteracyjnej rozwigzywania uktadow rownan

liniowych.

Metoda Jacobiego jest metoda iteracyjna rozwigzania ukladu rownan linowych. Metody te
polegaja na konstruowaniu ciagu przyblizen wektora rozwigzan AR A okreslonego
WZzOorem:

=M +w, i=0,1, .. gdzie M jest pewna macierza kwadratowa, a w jest wektorem.

Zad.3.1 Zdefiniuj zagadnienie poczgtkowe Cauchy’ego



Rownanie rézniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu to réwnanie w postaci:
y' (x)=f(x,y(x).daa<x <b.

Rozwigzanie takiego rownania nie jest jednoznaczne. W czasie calkowania
pojawia sie stala catkowania, ktora nie jest scisle okreslona. Dlatego, aby
rozwigzanie rownania rozniczkowego bylo jednoznaczne potrzebujemy warunku
poczatkowego:

y(a) = y,.

Zagadnienie w tej postaci nazywamy zagadnieniem Cauchy'ego.

Zad.3.1 Przedstaw metode Eulera i jej modyfikacje.

Metoda Eulera jest metoda roznicowa jednokrokowg. Przyjmujemy podziat
odeinka fa,b/, w ktorym poszukujemy rozwigzania na N podprzedzialow:

x; = a + ih, gdziei = 0,1,..,N.ah = =2
Zagadnienie jest postaci:
¥y () =f(xyx).daa<x<b.
Otrzymujemy schemat:
y(xi41) = y(x;) + hf(xf;}'(xf)) + gi.
Y(xo = @) = Ya.
Metoda Eulera jest rzadko stosowana ze wzgledu na wolna zbieznosc. Istnieja

dwie jej modyfikacje, ktore sa szybciej zbiezne:

1. Metoda Heuna (ulepszona metoda Eulera):
1
Yisr = ¥i +5h(f(xi 3) + F(xi + b, yi + Bf (x, 3:))).
2. Zmodytikowana metoda Eulera:
1 1
Yirr =Y+ hf (g +ohy + Ehf(xhyi))-

Zad.3.3



Riedy jutro masz edzamin ale
akurat nalat ci si¢ Rieliszek
przepysznej wodeczRi:




ITERACYJNE METODY ROZWIAZYWANIA UKLADOW ROWNAN

LINIOWYCH

1.1. METODA ITERACII PROSTYCH

Ogo6lny schemat obliczen iteracyjnych przedstawia metoda iteracji prostych. Za jej
pomoca mozna rozwigza¢ uktad réwnan liniowych (o n niewiadomych) (1.1.1)

A%y +ag,x; +o+ag,x, = by
OoyXq T Qg Xy + "+ g, X, = by

T + By Xa + + Qg Xy = bn

Uktad ten mozna zapisa¢ w postaci

Ax =b

przyjmujac, ze

B3 Gz 77 Oy
[ [ [
21 . )
A = . . '
a’nl ﬂ’n! a’nn
oraz
aq bl
X, b,
x = . b=\~
X, bn

Przy zalozeniu, ze elementy gtéwne macierzy 4 sa rozne od zera (czyli @i # 0 dla
I =1,2,-,m), nalezy przeksztatci¢ uktad 1.1.1 w taki sposob, aby wyznaczy¢ z pierwszego

roOwnania ¥1, z drugiego rownania ¥z, itd. az do ¥».

Dostajemy
( (_bl_ (a12x2+."+a’1nxnj)
x =
! fyg
_ (bz - (allxl + -+ a’lnxn])
4 2 o}

(o]

-
&

{bn — (ayx; + -+ alm—lxn—l))

" a

nn



Otrzymany uktad mozna zapisa¢ rownowaznie w postaci (1.1.2)

xq = By T agyx, + agpxg o tag,x,
Xy = fy+ agx, + dpxy ot ay,x,

xn = lgn + fxnzx: + anﬂxﬂ + - +annxn

gdzie:
Bi=2 ay=— dai#j
oraz
a; =0 dlait =], Lj=L12,.,n
Przyjmujac
11 4z X1
o= 2 fx:zz fx:zn
] oo Foan
oraz
?
B=\"7

n

uktad 1.1.2 mozna zapisa¢ w postaci macierzowej jako

x=f4+a-x

Otrzymana réwnos¢ wykorzystuje si¢ do uzyskania kolejnych przyblizen rozwiazania
uktadu. W tym celu, jako rozwiazanie poczatkowe, obiera si¢ dowolny wektor x 0
(np. wektor zerowy) i oblicza si¢ kolejne iteracje

D= g x®
(przyblizenie pierwsze),

@D =g ta-x®
(przyblizenie drugie) itd. Stad og6lny wzor iteracyjny (1.1.3)

o (k+1) =B+ a - K

Kolejne przyblizenia '@, x™ . x™  utworza ciag wektorow. Jezeli istnieje

(&)

granica tego ciagu lim, . x** = x, wtedy ¥ jest rozwigzaniem uktadu roéwnan liniowych.

) x'il}

Aby powyzsza granica istniata, to ciag wektoréw x , ... musi by¢ ciagiem zbieznym.

Zbieznos¢ tego ciagu jest rownowazna zbieznos$ci metody iteracyjne;.



1.3. METODA JACOBIEGO

Jedna z metod iteracyjnych jest metoda Jacobiego [1, 4, 7, 8]. Jej macierz & jest
macierza przekatniowa o elementach @;; takich, jak w 4, czyli

¢g=D= dia,g{an, Uz, . m":—z:—z}
Wtedy proces iteracyjny zapisuje si¢ jako
¥V = (1 —p71A)x™® + Dtp

Inaczej mozna go zapisa¢ w postaci

dlai =1,2,-,7 oraz iteracji k = 0,1,

Metoda ta bedzie zbiezna wtedy i tylko wtedy, gdy III =D~ All < 1. Biorac norme

— n
3'.:u: - maxlgiin Z_;l'=1|ﬂ’i_;l'|

!
1
l1 —p~ 14| = max—Zlai-l
1zizn |a, | !
j=1
jzi

Holl

. qe . : . . ., N U P I -
Jezeli dla wszystkich i spelniona jest nierdowno$é || EJ}#?| ”|, to II—D74l_, <1
Zatem prawdziwe sa twierdzenia:

Twierdzenie 3a (Mocne kryterium sumy wierszy)

Metoda Jacobiego jest zbiezna dla wszystkich macierzy 4 spetniajqcych warunek (1.3.1):
la;| = Z|a’z’j|
=1
FE=!

dlat =12, ,n

Twierdzenie 3b (Mocne kryterium sumy kolumn)

Metoda Jacobiego zbiega dla wszystkich macierzy A spetniajqcych warunek (1.3.2):

3



!

|a}-}.| = E |ai}'|

i=1
i2]

"ol

dla j = 1121'"!11.

Macierz 4 spelniajaca warunek 1.3.1 (1.3.2) nazywana jest macierza $cisle diagonalnie
dominujaca wedtug wierszy (wedlug kolumn).

Réwnowaznie mozna powiedzieé, ze jesli macierz 4 jest dominujaca przekatniowo, to
dla dowolnego wektora poczatkowego metoda Jacobiego tworzy ciag zbiezny do rozwiazania
uktadu Ax = b,

1.4. MEeTopA GAUSSA-SEIDLA

W metodzie tej macierz 4 przedstawia si¢ w postaci 4 = L + D + U, odzie D - macierz
diagonalna, L - macierz trojkatna dolna, za§ U - macierz trojkatna goérna [1, 7, 8]. Wtedy

uktad réwnan 4% = b mozna przedstawi¢ w postaci
(D+L)x=—-Ux+b

Zatem dla wzoru 1.2.1 € =D + L Dlatego proces iteracyjny mozna zapisaé w postaci
*®* W = (D + 1) ux™ +(D+ 1)t

Roéwnowazna postac tego procesu to
i—1 n

(1) _ 1 (=1} 3]
X, = ; b, — Z g5 — Z @g;%;

. i=1 j=itl
dlai =12, oraziteracji k = 0,1, -,

Zapis ten dobrze pokazuje roznice pomigdzy ta metoda iteracyjna a metoda Jacobiego.
Wida¢, ze metoda Gaussa-Seidla, wyznaczajac w jednym kroku iteracyjnym kolejne elementy

I:;l{ , y . |:k_
wektora x :', korzysta zaro6wno z warto$ci wektora x U

jak 1 z wyznaczonych juz
elementéw wektora **. W metodzie Jacobiego natomiast nowe przyblizenia skladowych
rozwiazania wykorzystywane sa dopiero w kolejnej iteracji, dzigki czemu mozna je obliczac
jednoczesnie.

Kryterium zbiezno$ci metody Gaussa-Seidla jest takie samo jak dla metody Jacobiego,
co pokazuje ponizsze twierdzenie:

Twierdzenie 4



Jesli macierz A jest dominujqca przekqtniowo, to metoda Gaussa-Seidla jest zbiezna

dla dowolnego wektora poczqtkowego.



Metody numeryczne
®00

Metody numeryczne

Interpolacja
IT/10, WIMilP

Danuta Szeliga

AGH Krakéw



Metody numeryczne
cee

Spis tresci |

©Q Wstep
© Interpolacja
© Postacie wielomianu
@ Posta¢ naturalna
@ Posta¢ Newtona
@ Wielomiany Czebyszewa
@ Interpolacja Lagrange'a
@ Definicja wielomianu
@ Wyznaczanie wartosci
@ llorazy réznicowe - wezty jednokrotne
@ Interpolacja Lagrange'a w przypadku weztéw réwnoodlegtych

© Interpolacja Hermite'a
@ Sformutowanie zadania
@ Posta¢ Newtona
@ llorazy réznicowe
@ Zbieznos¢ procesu interpolacyjnego



Metody numeryczne
cee

Spis tresci |l

@ Interpolacja trygonometryczna
@ Sformutowanie zadania
@ Wyznaczanie wspdtczynnikéw
@ Szybkie transformacje Fouriera FFT

@ Interpolacja funkcjami sklejanymi

© Przyktady
@ Interpolacja Lagrange'a
@ Reszta interpolacyjna
@ Interpolacja Hermite'a



Wstep
°

Pojecia podstawowe

@ Interpolacja. Funkcja, np. wielomian stopnia n, przechodzi
doktadnie przez zadane punkty. Poszukiwane s3 wartosci
pomiedzy zadanymi weztami.

@ Ekstrapolacja. Funkcja, np. wielomian stopnia n, przechodzi
doktadnie przez zadane punkty. Poszukiwane s3 wartosci poza
zakresem weztéw.

@ Aproksymacja. Funkcja, np. wielomian stopnia mniejszego niz
n, dopasowany do n zadanych punktéw wg przyjetego
kryterium dopasowania.

— I <

Interpolacja, ekstrapolacja, aproksymacja



Interpolacja
©000

Interpolacja

@ Modelowanie zjawisk, dla ktérych nieznane sa funkcje
opisujace zaleznosci pomiedzy obserwowanymi/mierzalnymi
wielkosciami



Interpolacja
©000

Interpolacja

@ Modelowanie zjawisk, dla ktérych nieznane s3 funkcje
opisujace zaleznosci pomiedzy obserwowanymi/mierzalnymi
wielkosciami

@ Dostepne s3 informacje o wartosciach lub pochodnych tych
funkcji dla okreslonych argumentéw (danych wejéciowych) -
dane dyskretne



Interpolacja
©000

Interpolacja

@ Modelowanie zjawisk, dla ktérych nieznane sa funkcje
opisujace zaleznosci pomiedzy obserwowanymi/mierzalnymi
wielkosciami

@ Dostepne s3 informacje o wartosciach lub pochodnych tych
funkcji dla okreslonych argumentéw (danych wejéciowych) -
dane dyskretne

@ Przypadek ogdlny - funkcja dana poprzez wartosci pewnych
funkcjonatéw F; na funkcji f, tj.

R(F)={Fi(f): j=1,...,n}



Interpolacja
0e00

Interpolacja

Zadanie interpolacyjne polega na znalezieniu w ustalonej klasie
funkcji "przyblizenia" g danej funkgcji f, dla ktérego funkcjonaty R
przyjmuja te same wartosci

Fi(f)=Fj(g) dlaj=0,1,....,n tzn. R(f) = NR(g)

Przyktad
Przypadek najprostszy - interpolacja wielomianowa, gdy dany jest
dyskretny zbiér punktéw




Interpolacja
ocoee

Najprostsze zadanie interpolacji |

Znajdz liniowa zalezno$¢ y = ax + b, a i b s3 nieznane, pomiedzy dwoma
punktami (x1, y1) orax (x2, y»)

X1 X3

= 1=

Rozwiazanie: dowolna metoda rozwigzywania liniowych uktadéw réwnan, np.
metoda wyznacznikéw

Stosujac zapis macierzowy

a=(r-xn)/0e—x) b= (ey—xy)/(x—x)



Interpolacja
ocoee

Najprostsze zadanie interpolacji Il

Posta¢ Newtona

_ (}’2—}’1)X7X1
y—y1+7(xz_xl)( )

Posta¢ Lagrange'a

(x = x) n (x —x)

1 —x)” " (e —x)



Postacie wielomianu

Postacie wielomianu



Postacie wielomianu
[ I}

Postacie wielomianu

Wielomian w postaci naturalnej (rozwiniecie potegowe)

n
w(x) = Z apxk
k=0



Postacie wielomianu
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Postacie wielomianu

Wielomian w postaci naturalnej (rozwiniecie potegowe)
n
w(x) = Z apxk
k=0

Reprezentacja wymaga zapamietania w pamieci n + 1
wspotczynnikéw ay



Postacie wielomianu
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Postacie wielomianu

Wielomian w postaci naturalnej (rozwiniecie potegowe)

n
w(x) = Z apxk
k=0

Reprezentacja wymaga zapamietania w pamieci n + 1
wspotczynnikéw ay

Posta¢ naturalna jest rozwinieciem Maclaurina wielomanu w, gdzie
_ wh(0)

*k = T

Informacja o wielomianie stopnia n sktada sie z jego

znormalizowanych pochodnych w punkcie zero.




Postacie wielomianu
oce

Obliczenie wartosci wielomianu w(x) w punkcie x, x # 0

Wielomian w postaci naturalnej mozna przedstawi¢ w postaci:
w(x) = (... (anx + ap-1)x + ...+ a1)x + a0

i stad wynika schemat Hornera obliczania wartosci wielomianu
w(x):

Wnp = an
Wi = Wjt1 X + a; dai=n—1,n-2,...,0

Oczywiste jest, ze w(x) = wp

Mozna pokazaé, ze algorytm Hornera jest numerycznie poprawny (wskaznik
kumulacji co najwyzej 2n + 1)



Postacie wielomianu
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Postacie wielomianu

Wielomian w postaci Newtona
n
w(x) = Z by pr(x)
k=0

gdzie

df
po(x) =1
pr(x) CE(x —xp)(x —x1) - (x —xk—1) dlak=1,2,...,n

a xg, X1, - .-, Xp 53 danymi liczbowymi.



Postacie wielomianu
®000

Postacie wielomianu

Wielomian w postaci Newtona

w(x) = z": by pr(x)
k=0

gdzie
df
po(x) =1
pi(x) E(x —x0)(x =x1) -+ (x =xi1) ok =1,2,...;n
a xg, X1, - .-, Xp 53 danymi liczbowymi.

Wielomiany px (k =0,1,...,n) tworza baze przestrzeni W,
wielomiandéw stopnia nie wyzszego niz n



Postacie wielomianu
0®00

Postacie wielomianu

Wielomian w postaci Newtona mozna zapisa¢ jako:

w(x) = (... (bn(x—xn—1)+bn—1)(x —Xn—2) +...+b1)(x—x0) + bo



Postacie wielomianu
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Postacie wielomianu

Wielomian w postaci Newtona mozna zapisa¢ jako:

w(x) = (... (bn(x—xn—1)+bn—1)(x —Xn—2) +...+b1)(x—x0) + bo

Jezeli zdefiniujemy rekurencyjnie wielomiany (uogdlniony schemat
Hornera):

wp = b,
wi =wiy1-(x—x;)+ b dlai=n—-1,n-2,...,0

to otrzymamy

w(x) = wo(x)



Postacie wielomianu
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Postacie wielomianu

Wyznaczenie wspoétczynnikdéw postaci naturalnej dla wielomianu w postaci
Newtona

Kazdy z wielomianéw pomocniczych zdefiniowanych w uogdlnionym algorytmie
Hornera zapisujemy w postaci naturalnej:

n

wi(x) = Za(k[)xkfi i=nn—1...,0

k=i
i z rekurencyjnej definicji otrzymujemy:
357") - bn

W,'(X): 2 afjﬂ)xk_i— E as(i+1)xk—(i+1)xi+bi
k=i+1 k=i+1

. i n—1 . . X .
— a(nl+1)Xn—l + Z (aE(H—l) _ ag(li—ll)xi) Xk—l + (bl _ a,(_l:il)xi)
k=i+1
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Postacie wielomianu

Wyznaczenie wspodtczynnikéw postaci naturalnej dla wielomianu w
postaci Newtona - cd

Stad wspotczynniki wielomianu postaci naturalnej kolejnych

wielomianéw w; (i = n,n—1,...,0) mozna wyznaczy¢
rekurencyjnie:

Al —

n
1

() — b — ('+ )X/

() —aE('H) At k=i+li42,...,n—i
A szukane wspdtczynniki ay sg réwne af(o) (k=0,1,...,n).

1) s . ,
Koszt algorytmu to "7 mnozen i odejmowan.
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Postacie wielomianu

Wielomian w postaci kombinacji liniowych wielomianéw
ortogonalnych

Przyktad - rozwiniecie wzgledem wielomianéw Czebyszewa
pierwszego rodzaju Ty, zdefiniowane rekurencyjnie:

To(x)=1
Ti(x) = x
Ti(x) = 2xT_1(x) — Th_o(x) dlak=2,3,...
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[ 1}

Postacie wielomianu

Wielomian w postaci kombinacji liniowych wielomianéw
ortogonalnych

Przyktad - rozwiniecie wzgledem wielomianéw Czebyszewa
pierwszego rodzaju Ty, zdefiniowane rekurencyjnie:

To(x)=1
Ti(x) = x
Ti(x) = 2xT_1(x) — Th_o(x) dlak=2,3,...

Wielomiany te tworza baze — dowolny wielomian w mozna
przedstawi¢ jednoznacznie w postaci

w(x) = Z ck Tr(x)
k=0



Postacie wielomianu
oe

Postacie wielomianu

Algorytm obliczania wartosci wielomianu w(x) w punkcie x:

= (2x& + a1 — &) T1(x) + (co — &) To(x)
gdzie

E.nJr2:En+1:0
Ck = 2XCky1 + Ck — Ciy2 dlak=nn—-1,...,1

Przejscie do postaci naturalne;j.



Interpolacja Lagrange'a



Interpolacja Lagrange'a
®00

Sformutowanie zadania

Zadanie interpolacyjne Lagrange'a polega na znalezieniu dla danej
funkcji f* wielomianu L, stopnia nie wyzszego niz n, ktérego
wartoéci w n + 1 punktach x; s3 takie same jak wartosci
interpolowanej funkcji:

Lo(xi) =f(x;)) dlai=0,1,...,n

gdzie x; # xj dla i # j.
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Konstrukcja wielomianu

Zadanie interpolacyjne Lagrange'a ma jednoznaczne rozwigzanie,
ktére mozna przedstawi¢ w postaci:

Ln(x) = > _ f(x)li(x)
i=0

gdzie

df 14 X — X
li(x)= H S

XX
J:

Jj#i
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Konstrukcja wielomianu

Zadanie interpolacyjne Lagrange'a ma jednoznaczne rozwigzanie,
ktére mozna przedstawi¢ w postaci:

Ln(x) = > _ f(x)li(x)
i=0

gdzie

df 14 X — X
li(x)= H S

. Xi — Xj
J =
JF#I

I; to wielomiany stopnia n takie, ze

1 dai=j
ibg) = 0 = {o dlai#j
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Przyktad wielomianu interpolacyjnego Lagrange'a

Wielomiany bazowe L;, dlai=0...3, dla oal / , o
weztéw xp = —2, x1 = —1, xo =0, x3 = 1, ost /. : ‘
X4 = 2 04t/ E \ / \
L4(X) = yoLo(X) +_y1L1(X)+ 02:‘3"/:”.\ // N
+yaLla(x) + y3L3(x) of e .....

X — Xg)
(X0 — xa)
X — Xq)

(x1 — xa)

(x = x1)(x — x)(x — x3)
Lo() = (x0 — x1)(x0 — x2)(x0 — X3
La(x) = (x = )((X —x)(x — x3)

(X]_ — X()) X1 — X2)(X1 — X3

= | =

| przyktadowy wielomian L4 dla yg =5, z

n==2y2=4y3=—7,y3 =2 . /
Zauwazmy, ze dla dowolnego x zachodzi: .

n

Z:O L,‘(X) =1 6

c_zyli w wielomianie interpolacyjnym kazdy !
wielomian L; ma udziat wagowy réwny y;
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Interpolacja Lagrange'a

Obliczanie wartosci wielomianu L,(x) lub jego pochodnej w danym
punkcie x na podstawie jego definicji nie jest wygodne.

Mozna zmiejszy¢ koszt obliczeniowy i pamieciowy jesli

przedstawimy wielomian L,(x) w postaci naturalnej ze
wspdtczynnikami ay:

n
Ln(x) = Z arx”
k=0

Jak wyznaczy¢ te wspdtczynniki?
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Interpolacja Lagrange'a

Obliczanie wartosci wielomianu L,(x) lub jego pochodnej w danym
punkcie x na podstawie jego definicji nie jest wygodne.

Mozna zmiejszy¢ koszt obliczeniowy i pamieciowy jesli

przedstawimy wielomian L,(x) w postaci naturalnej ze
wspdtczynnikami ay:

n
Ln(x) = Z arx”
k=0
Jak wyznaczy¢ te wspdtczynniki?

Nalezy rozwigza¢ uktad réwnan liniowych postaci:

ap+ a1xi + ...+ anxi’ = f(x) i=0,1,...,n
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Interpolacja Lagrange'a

n
Ukfad réwnan Z akx =f(x;) w wielu przypadkach, np. dla
=0
weztéw rownoodleg’{ych jest b. zIe uwarunkowany ze wzgledu na

macierz wspoétczynnikéw X = (x, ) — specjalne metody
rozwigzywania uktadéw tego typu albo ...
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Interpolacja Lagrange'a

n
Uktad réwnan Z akx =f(x;) w wielu przypadkach, np. dla
=0
weztéw rownoodleg’{ych jest b. zIe uwarunkowany ze wzgledu na

macierz wspoétczynnikéw X = (x, ) — specjalne metody
rozwigzywania uktadéw tego typu albo ...

wyznaczamy najpierw wspotczynniki by postaci Newtona
wielomianu L,(x):

= zn: b pi(x)
k=0

a nastepnie przechodzimy do postaci naturalne;.
Koszt obliczeniowy tych operacji to n? dziatan arytmetycznych (koszt
obliczeniowy rozwiazania liniowego uktadu réwnan standardowa metodg to n3.)
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Przyktad

Interpolacja okregu na podstawie zadanej liczby punktéw
Okrag opisany jest krzywa parametryczna
postaci:

y(t) = sin(tm/2) o
Okrag bedzie interpolowany dla nastepujacych o :
wartosci: 02

{ x(t) = cos(tr/2) K :

t |01 2 3 4 -

x|1]0]-1] 0 |1

y|0]1] 0 |-1]0 e e
Tworzymy uktady réwnai Ta = x (cosinus) i

Tb =y (sinus), gdzie

10 0 0 0 w7

11 1 1 1 o/ |
T=|12 4 8 16 T t

1 3 9 27 8l VAN

1 4 16 64 256 o NG /)

Rozwigzujemy: a= T !x, b=T 1y
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Przyktad - cd.

Poprawa jakoéci rozwigzania — dotozenie dodatkowych punktéw
t|0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4

x | 1107071 |0 | -0.7071 | —1 | -0.7071 0 0.7071 | 1
y | 007071 | 1| 0.7071 0 0.7071 | —1 | -0.7071 | O
; TN
06 /,/ \
04 / \\
02 / \
- of .
04 \\‘ //
06 N //’

08 - /
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Posta¢ Newtona wielomianu Lagrange'a

Dla wyznaczenia wspotczynnikow by zauwazmy, ze jezeli Ly 1 i Ly
sg wielomianami interpolacyjnymi funkcji f opartymi na weztach
X0y X1y -+« s Xk—1 | X0, X1, - - -, Xk, tO spetniaja zalezno$¢ rekurencyjna:

Li(x) = Lica(x) + bipi(x)

Kazdy z wielomianéw px ma wspétczynnik 1 przy x* (z definicji
tych wielomiandw), a stad wynika, ze wspétczynnik by jest réwny
wspdtczynnikowi przy x* w wielomianie Lj.
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Posta¢ Newtona wielomianu Lagrange'a

Pamietajac, ze wielomian Ly jest postaci (z definicji):

k k
X — X;
i=0 J -0 ! J
JFI
mozemy obliczyé wspdtczynniki by:
k
f(x;
bk — Z p ( )
=0T (% —x)
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Posta¢ Newtona wielomianu Lagrange'a

Pamietajac, ze wielomian Ly jest postaci (z definicji):

k k
X — X;
i=0 : ! J
j=0
JFI
mozemy obliczyé wspdtczynniki by:
k
f(x;
bk — Z p ( )
=0T (% —x)
j=
J#i

Wspédtczynniki by to ilorazy réznicowe funkcji f oparte na weztach
X0, X1y« ooy Xk
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llorazy réznicowe dla weztéw jednokrotnych

Wezty jednokrotne to wezty spetniajace warunek x; # x; dla i # j.
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llorazy réznicowe dla weztéw jednokrotnych

Wezty jednokrotne to wezty spetniajace warunek x; # x; dla i # j.

Definicja. llorazem réznicowym rzedu k funkcji f opartym na

parami réznych weztach xj, xj41, ..., X1+, W ktorych okreslona jest
funkcja f, nazywamy wyrazenie f [x/, X/31, - - ., X/+k| postaci:
I+k f(X)
F X X141, Xk = Y s '
=TT (=)
j=1

JFI
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llorazy réznicowe dla weztéw jednokrotnych

Wezty jednokrotne to wezty spetniajace warunek x; # x; dla i # j.

Definicja. llorazem réznicowym rzedu k funkcji f opartym na

parami réznych weztach xj, xj41, ..., X1+, W ktorych okreslona jest
funkcja f, nazywamy wyrazenie f [x/, X/31, - - ., X/+k| postaci:
I+k
F X X141, Xk = Y s f)
=TT (=)
j=1
JFI

Przez iloraz réznicowy rzedu zerowego oparty na wezle x; rozumiana jest
warto$¢ funkeji w tym punkcie, tzn. f [x] = f(x).
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llorazy réznicowe dla weztéw jednokrotnych

Mozna pokaza¢, ze dla dowolnego uktadu parami réznych punktéw
X/y X|+1, - - - , X|+-k Nalezacych do dziedziny funkcji f, zachodzi

zalezno$¢ rekurencyjna:

f X, X, Xk — FIx x40, 0 Xkt
f[X/aX/-&-la--'aXI-i-k]: [+, b ? —;/]k )[q’ +1) 5 X4 ]
Kk —
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llorazy réznicowe dla weztéw jednokrotnych

Mozna pokaza¢, ze dla dowolnego uktadu parami réznych punktéw
X/y X|+1, - - - , X|+-k Nalezacych do dziedziny funkcji f, zachodzi
zalezno$¢ rekurencyjna:

X1 X1, Xk — F X X1, - Xigk—a]
Xi+k — X|

fIXt, X141, -y X14k] =

Zauwazmy, ze wspotczynniki postaci Newtona sa réwne
b = f [x0, X1, ..., Xk]-
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llorazy réznicowe dla weztéw jednokrotnych

Wspétczynniki postaci Newtona b, mozna wyznaczyé obliczajac
rekurencyjnie odpowiednie ilorazy réznicowe.
Dla weztéw x; i wartosci f(x;) tworzymy tréjkatna tablice:

X0 f(Xg)

X1 f(Xl) f[Xo,Xl] = W

xo f(x) flxa,x] =) £y 0] = 7f[xl’xx22]:§(gxo’xﬂ

Xn F(Xn) F[Xn—1,%n] flxos -+, Xn] = by ol D0y X1

Xn—X0
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llorazy réznicowe dla weztéw jednokrotnych

Wspétczynniki postaci Newtona b, mozna wyznaczyé obliczajac
rekurencyjnie odpowiednie ilorazy réznicowe.
Dla weztéw x; i wartosci f(x;) tworzymy tréjkatna tablice:

X0 f(Xg)

X1 f(Xl) f[Xo,Xl] = W

xo f(x) flxa,x] =) £y 0] = 7f[xl’xx22]:§(gxo’xﬂ

Xn F(Xn) F[Xn—1,%n] flxos -+, Xn] = by ol D0y X1

Xn—X0

Wspédtczynniki bk sa réwne elementom przekatniowym tablicy, tzn.

b = flxo, X1, .-, Xk].

Algorytm ilorazéw réznicowych wymaga n(n — 1)/2 dzieler i dwa razy wiecej
odejmowan.
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Interpolacja Lagrange'a w przypadku weztéw

rownoodlegtych

Czesto wezty interpolacyjne s3 réwnoodlegte (i rzeczywiste):
xi=xo+1ih dlai=0,1,...,n

gdzie h to stata dtugos¢ kroku. Wielomian Lagrange'a ma teraz
postac:

n n

Ln(x) = La(xo+ th) =Y f(x) [ t—J

i=0 . =]

JFI
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Interpolacja Lagrange'a w przypadku weztéw

rownoodlegtych

Przy weztach réwnoodlegtych wygodna jest posta¢ Newtona
wielomianu interpolacyjnego, ktérej wspdtczynniki wyznaczane sa
za pomocy réznic skonczonych funkgji f:

Réznica progresywna rzedu k funkgcji f to

( ),
Lf(x + h) — A1 (x) k=1,2,...

A (x)
AFf(x) =

Réznica wsteczna rzedu k to

VOf(x) = f(x)
VKF(x) = VA (x) = VK If(x —h)  k=1,2,...
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Interpolacja Lagrange'a w przypadku weztéw

rownoodlegtych

Mozna pokaza¢, ze jezeli x; = xp + ihdlai=0,1,...,nto

A*F(x0)

f[XO,X]_,...,Xk] = W
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Interpolacja Lagrange'a w przypadku weztéw

rownoodlegtych

Mozna pokaza¢, ze jezeli x; = xp + ihdlai=0,1,...,nto
A*F(x0)
f.[XO,X]_7 e ,Xk] = W

Dla x = xp + th posta¢ wielomiandéw py jest nastepujaca:

k—1

pi(x) = pilxo + th) = K ] (¢ — i)
i=0
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Interpolacja Lagrange'a w przypadku weztéw

rownoodlegtych

Mozna pokaza¢, ze jezeli x; = xp + ihdlai=0,1,...,nto

A*F(x0)

Dla x = xp + th posta¢ wielomiandéw py jest nastepujaca:

k—1

pi(x) = pilxo + th) = K ] (¢ — i)
i=0

k=1
Przyjmujac oznaczenie qu(t) := [] (t — i) i korzystajac z zalezosci
i=0
k
f[Xo,X1, N ,Xk] = Ak(lSZO)'

jako: Ln(xo + th) = A% (x0) + AF(x0)qu(t) + 2002 gy (£) + ... 4+ 21Ca) g (4

mozna zapisa¢ wielomian interpolacyjny Lagrange’a
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do interpolacji Lagrange'a

@ Interpolacja dla duzej liczby weztéw: otrzymujemy wielomiany wysokiego
stopnia

@ Szczegdlnie dla weztdéw réwnoodlegtych prowadzi do oscylacji na koncach
przedziatu

@ Zadanie interpolacji wielomianem wysokiego stopnia jest tez wrazliwe na
zaburzenie danych, jest Zle uwarunkowane numerycznie

@ Stosowana jest albo interpolacja lokalna nizszego stopnia, czyli funkcje
sklejane, albo interpolacja z narzuconymi weztami Czebyszewa

2

Efekt Rungego dla funkcji y = 1/(1 + x?)
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Interpolacja Hermite'a
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Interpolacja Hermite'a

Danych jest k + 1 réznych weztéw xp, x1, . . ., Xk oraz liczby
k
naturalne mg, my, ..., my takie, ze > m; = n+ 1. Zadanie
i=0
interpolacyjne Hermite'a polega na znalezieniu dla danej funkgcji 7*
wielomianu H,, stopnia nie wyzszego niz n, spetniajagcego warunki:

HI(x) = fU(x) i=0,1,...k j=01,....m—1
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Interpolacja Hermite'a

Danych jest k + 1 réznych weztéw xp, x1, . . ., Xk oraz liczby
k
naturalne mg, my, ..., my takie, ze > m; = n+ 1. Zadanie
i=0
interpolacyjne Hermite'a polega na znalezieniu dla danej funkgcji 7*
wielomianu H,, stopnia nie wyzszego niz n, spetniajagcego warunki:

HI(x) = fU(x) i=0,1,...k j=01,....m—1

W szczegdlnym przypadku, gdy m; = 1 interpolacja Hermite'a
jest rébwnowazna zadaniu interpolacji Lagrange'a.
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Interpolacja Hermite'a - posta¢ Newtona wielomianu

WoprowadZzmy oznaczenie:

s(i)::{0 =0

mg—+my—+...+mj_q i>0

gdzie s(i) oznacza sume krotnosci i poczatkowych weztéw
interpolacyjnych.

Kazda liczba /, 0 < I < n, daje sie jednoznacznie przedstawi¢ w
postaci | = s(i)+j, gdzie 0 < i< ki0<j<m—1.
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Interpolacja Hermite'a - posta¢ Newtona wielomianu

WoprowadZzmy oznaczenie:

s(i) == 0 i=0
' mo+m+...+mp_1 i>0
gdzie s(i) oznacza sume krotnosci i poczatkowych weztéw

interpolacyjnych.

Kazda liczba /, 0 < I < n, daje sie jednoznacznie przedstawi¢ w
postaci | = s(i)+j, gdzie 0 < i< ki0<j<m—1.

Definiujeny wielomiany pg(jy;:

Ps(0)(x) =1 .
Ps(i)+j(x) = (x = x0) ™ (x — x1)™ - -+ (x = xj—1)™* (x = x;}
i=0,1,....k j=01,... ,m—1
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Posta¢ Newtona wielomianu - cd

Szukany wielomian interpolacyjny H, zapisujemy w postaci
Newtona jako:

n k m;—1
Ha(x) = bipi(x) = > > by(iy1iPs(iy+i(x)
/=0 i=0 j=0

Wspotczynniki by beda wyznaczane kolejno dla / =0,1,...,n.
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llorazy réznicowe

Podobnie jak dla interpolacji Lagrange'a, wspdtczynniki b; postaci
Newtona sa réwne odpowiednim ilorazom réznicowym.
Najprostszy przypadek - iloraz réznicowy funkcji f oparty na

dwukrotnym wezle x;.
Zaktadamy, ze f jest dwukrotnie rézniczkowalna w x; i

otrzymujemy:

flxi,xi] == lim —f(x,-+1) — %) = f'(x;)
Xi+1 X Xi+1 — X;
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llorazy réznicowe

Podobnie jak dla interpolacji Lagrange'a, wspdtczynniki b; postaci
Newtona sa réwne odpowiednim ilorazom réznicowym.
Najprostszy przypadek - iloraz réznicowy funkcji f oparty na
dwukrotnym wezle x;.
Zaktadamy, ze f jest dwukrotnie rézniczkowalna w x; i
otrzymujemy:

flxi,xi] == lim flxia) = f(xi) = f'(x;)

Xi+177Xi Xi+1 — Xi

Dla zapisu ilorazéw réznicowych opartych na weztach wielokrotnych stosujemy
Ooznaczenia:

FIXt, 05 X1, 0141y - -5 Xiks k] =

- fX/,...,X/,X/+1,...,X/+17...,X/+k,...,XH,d

iy razy ij41 razy i1k razy
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llorazy réznicowe - cd

Definicja. llorazy réznicowe funkcji f oparte na wielokrotnych
weztach definiujemy jako zaleznosci

@ dla i-krotnego wezta x;

P i = L)
Xy, i = ——+>
’ (i —1)!
o dla réznych weztéw x;, x/11, ..., X;1x 0 krotnoSciach
odpowiednio i/, i/+1, RN i/+k
FIX05 0 X111 - -5 Xieks 14k =
(FIxty i = 15 X141, fi4e1s - - -5 Xipkes d14k]
—F X1 05 X141y i1 5 Xk ek — 1) / (X — x1)

Zaktadamy, ze istnieja pochodne f(f)(x,-Hm) dlam=0,1,..., k,
J=0,1,.. . im— 1.
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llorazy réznicowe - cd

Wspétczynniki by, (I =s(i)+j, i =0,1,...,k,

j=0,1,...,m; — 1) postaci Newtona dla wielomianu Hermite'a s3
rowne ilorazom réznicowym interpolowanej funkcji opartym na
poczatkowych weztach z uwzglednieniem ich krotnosci:

by = flxo, mo; X1, M1; ... Xi—1, Mi—1; Xi,j + 1]
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llorazy réznicowe - cd

Wspétczynniki by, (I =s(i)+j, i =0,1,...,k,

j=0,1,...,m; — 1) postaci Newtona dla wielomianu Hermite'a s3
rowne ilorazom réznicowym interpolowanej funkcji opartym na
poczatkowych weztach z uwzglednieniem ich krotnosci:

by = flxo, mo; X1, M1; ... Xi—1, Mi—1; Xi,j + 1]

Mozna pokaza¢, ze jezeli rzeczywista funkcja f ma ciagta

(n + 1)-sza pochodna na odcinku [a, b] zawierajagcym wezty
rzeczywiste xp, X1, . . . , Xk, X, to istnieje punkt &, & € [a, b], dla
ktérego

e (e)

f[XOa mo; X1, My, ..., Xk, mk?X] = m
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llorazy réznicowe - cd

Co wiecej z zaleznoéci:

Fr(€)

f[XO’mO§X17 my; ... Xk, mk;X] = m

oraz réznicy progrestywnej dla weztéw réwnoodlegtych:

A*F(x0)

f-[XO7X]_7 .. .Xk] = W

wynika, ze jezeli f jest wielomianem stopnia nie wiekszego niz n,
to ilorazy réznicowe i réznice skofczone f rzedu wyzszego od n s3
réwne zeru.
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llorazy réznicowe - cd

Co wiecej z zaleznoéci:

Fr(€)

f[XO’mO§X17 my; ... Xk, mk;X] = m

oraz réznicy progrestywnej dla weztéw réwnoodlegtych:

A*F(x0)

f-[XO7X]_7 .. .Xk] = W

wynika, ze jezeli f jest wielomianem stopnia nie wiekszego niz n,
to ilorazy réznicowe i réznice skofczone f rzedu wyzszego od n s3
réwne zeru.
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llorazy réznicowe - przyktad

Przyktad. Dane sg wezty xp i x; o krotno$ciach odpowiednio
mg = 3, mp = 2.

Dla danej funkcji f szukamy wielomianu interpolacyjnego
Hermite'a H, takiego, ze:

Ha(xo0) = f(x0) Hz:;(Xo) =f'(x0)  Hy(x0) = f"(x0)
Ha(x1) = f(x1)  Hy(xa) = f'(xa)

Wielomian Hs mozna zapisa¢ w postaci Newtona:

H4(X) = b0+b1(X—X0)+b2(X—X0)2—I—b3(X—X0)3+b4(X—X0)3(X—X1)

Wspétczynniki b; s3 odpowiednimi ilorazami réznicowymi lezacymi
na przekatnej, np. by = f[xo] = f(x0), b3 = f[x0,3; x1]
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llorazy réznicowe - przyktad, cd.

Tablica ilorazéw réznicowych dla omawianego przyktadu jest

postaci
X0 f(x0)
50 f(%) flx0.2] = f'(x) )
X f(x0) flx0,2] = F(x) flx0,3] = 759
x1 f(x) flxo,x1] = % flx0.2; x1] = % f[x0,3; x1]
_ o bt b o ol _ fhu2l .2 o ol — fho2ia2]— o3
X f(x) fla.2=F(x) flxoi x1. 2] = [ba2lfbol gy 5.5 o] = fhodlofbo2il - fr 3,5 9] = fho22lfbodin
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Reszta wzoru interpolacyjnego

Reszta interpolacyjna:

Z warunkéw interpolacyjnych wiemy, ze wezty x; s3 mj-krotymi
zerami funkgcji r. Stad:

r(x) = pnt1(x)g(x)
gdzie pni1(x) = (x — x0)™(x — x1)™ -+ - (x — xx)™ . Funkcje g mozna okresli¢

tak, aby byta ciagta na przedziale [a, b] (mozna udowodnié stosowane
twierdzenie).



Interpolacja Hermite'a
0®0000

Reszta wzoru interpolacyjnego

Jezli funkcja f jest (m; — 1)-krotnie rézniczkowalna w punktach x;,
i=0,1,...,k, to dla x # x; zachodzi

r(x) = pat1(x)f[x0, mo; x1, m1; ... Xk, Mg; x|
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Reszta wzoru interpolacyjnego

Jezli funkcja f jest (m; — 1)-krotnie rézniczkowalna w punktach x;,
i=0,1,...,k, to dla x # x; zachodzi

r(x) = pat1(x)f[x0, mo; x1, m1; ... Xk, Mg; x|

Co wiecej, mozna pokazaé, ze jezeli funkcja f ma ciagta
(n + 1)-sza pochodna na odcinku [a, b] zawierajacym wezty
rzeczywiste x;, i = 0,..., k i punkt x, to istnieje & = £(x),
¢ € [a, b], dla ktérego

FrD(e)

r(x) ZPn+1(X)m
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Wzér interpolacyjny Newtona

Z definicji wielomianéw Hermite'a,wspotczynnikéw b; wielomianu
Hermite'a w postaci Newtona oraz postaci reszty interpolacyjnej
wynika zaleznos$¢ zwana wzorem interpolacyjnym Newtona:

k mi—1
f(x)= > > flxo, mo;x1,mi;...;xi—1,Mi—1;xi,j + 1]

=0 j=0 _
X(x = x0)™(x — x1)™ -+ (x = xj—1)™ " (x — x; )
+ f[x0, mo; x1, m1; ... X, Mg; x](x — x0) ™ (x — x1)™ -+ (x — xx )™

r(x)
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Wzér interpolacyjny Newtona - cd

Dla interpolacji Lagrange’a wzér interpolacyjny Newtone upraszcza
sie do postaci:

f(x) = Z fxo, x1, ... xi](x — x0)(x — x1) -+ (x — xj—1)

—|—z"[x0,x17 o Xn](x = x0)(x = x1) - (X — xn)
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Zbieznos¢ ciggbédw wielomianéw przy n — oo

Przyktad 1. Mozna pokazaé, ze ciag {L,} wielomianéw
interpolacyjnych funkcji f opartych na weztach réwnoolegtych z
przedziatu [a, b] jest jednostajnie zbiezny do f na tym przedziale.
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Zbieznos¢ ciggbédw wielomianéw przy n — oo

Przyktad 1. Mozna pokazaé, ze ciag {L,} wielomianéw
interpolacyjnych funkcji f opartych na weztach réwnoolegtych z
przedziatu [a, b] jest jednostajnie zbiezny do f na tym przedziale.

Przyktad 2 (Rungego). Niech L, bedzie wielomianem
interpolacyjnym funkcji f(x) = ﬁ opartym na réwnoodlegtych
weztach z przedziatu [-5,4], x; = =5+ ih, i=0,1,...,n, h= 1—,?.
Funkcja f jest klasy C[°_°5’5], a ciag {L,} jest zbiezny do f(x) tylko
dla |x| < 3.63 i rozbiezny dla pozostatych wartosci x.
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/bieznos¢ - cd

Prawdziwe s3 nastepujace twierdzenia
Faber

Dla dowolnego uktadu weztéw interpolacyjnych istnieje funkcja

ciagta, do ktérej cigg wielomianédw interpolacyjnych nie jest
jednostajnie zbiezny.

Z drugiej strony....

Dla dowolnej funkgji f ciagtej na odcinku [a, b] istnieje ciag
wielomianéw interpolacyjnych zbieznych do f jednostajnie na |[a, b]J




Interpolacja tryg

Interpolacja trygonometryczna
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Interpolacja trygonometryczna. Sformutowanie zadania

Interpolacja funkcji okresowych, czyli takich, ze:

gly +t)=2gly)

dla wszystkich y.
Zmieniajac zmienng x = QT”y otrzymujemy funkcje okresowg o

okresie 27: .
) =g (%)
T

Bedziemy rozwazad, bez straty ogdlnosci, tylko funkcje o okresie
2.
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Sformutowanie zadania - cd

Zaktadamy, ze f jest funkcjg zmiennej rzeczywistej o wartosciach zespolonych.
W takim przypadku wygodnie jest rozwazac wielomian, ktéry jest kombinacja
liniowa zespolonych funkcji wyktadniczych postaci:

e = cosjx +isinjx i=+—1



Interpolacja tryg
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Sformutowanie zadania - cd

Zaktadamy, ze f jest funkcjg zmiennej rzeczywistej o wartosciach zespolonych.
W takim przypadku wygodnie jest rozwazac wielomian, ktéry jest kombinacja
liniowa zespolonych funkcji wyktadniczych postaci:

e = cosjx +isinjx i=+—1

Zadanie interpolacji trygonometrycznej jest réwnoznaczne ze
znalezieniem dla danej funkcji f wielomianu trygonometrycznego:

n
th(x) = Z cie'
j=0

ktéry w n + 1 réznych punktach xi z przedziatu [0, 27| przyjmuje
te same wartosci co interpolowana funkcja:

th(xk) = f(xk) k=0,1,...,n xx#x/dlak#I



Interpolacja tryg
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Wyznaczanie wspo6tczynnikéw wielomianu

trygonometrycznego

Bedziemy rozwaza¢ wyznaczanie wspdtczynnikéw wielomianu
trygonometrycznego dla weztéw réwnoodlegtych:

2k
n+1

Xk = k=0,1,...,n

Przy tym zatozeniu rozwigzanie zadania interpolacyjnego istotnie
sie upraszcza.
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Wyznaczanie wspétczynnikéw - cd

Funkcje ' /¥, j = 0,1,...,n, tworza uktad ortogonalny w sensie
iloczynu skalarnego:

(f.g) =Y f(x)8(x)

Mozna sprawdzié, ze:

2k7r

(eilx I_]X) Ze/lx IjX:Ze I=j)sax —
oty =0 d/a/;éj

= ==

n+1 dlal=j
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Wyznaczanie wspétczynnikéw - cd

Korzystajac z informacji o iloczynie skalarnym, wyznaczamy
n .
wpotczynniki wielomianu trygonometrycznego t,(x) = 3 cje' X
j=0

2km

interpolujacego funkcje f, opartego na weztach x, = =27,

k=0,1,...,n, ktére sa postaci:
(f, el ) 1 &

- - f =i Xk
A | n+1k2::0(x")e




Interpolacja tryg
coeo

Wyznaczanie wspétczynnikéw - cd

Korzystajac z informacji o iloczynie skalarnym, wyznaczamy
n .
wpotczynniki wielomianu trygonometrycznego t,(x) = 3 cje' X
j=0

2km

interpolujacego funkcje f, opartego na weztach x, = =27,

k=0,1,...,n, ktére sa postaci:
f, el 1 <& y
G = ( ) € ) _ Z f‘(Xk)eil‘IXk

n+1 n—klkz0

Wspétczynniki ¢; s3 réwne wspétczynnikom rozwiniecia Fouriera
funkcji f wzgledem iloczynu skalarnego, a zadanie wyznaczania
tych wspdtczynnikéw - dyskretna analiza Fouriera.
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Wyznaczanie wspétczynnikéw dla funkcji o wartosciach rzeczywistych

Trygonometryczny wielomian interpolacyjny funkcji f, oparty na weztach

Xk = i‘ﬂ k=0,1,...,n, mozna przedstawi¢ w sposéb réwnowazny do definicji

n
to(x) =Y &' ¥ w postaci:
j=0

to(x) = %ao + Z (aj cos jx + bjsin jx) + 5%3,,,“ cos(m + 1)x (1)
j=1

=0, m= %n gdy n parzyste
§=1, m=3(n—1) gdy n nieparzyste

wspbtczynniki aj, b; s réwne

gdzie

n
a =5 kz;of(xk)coijk

bj = ﬁ kz: f(Xk) sinjxk
=0

Powyzsze wspét. dla funkcji f o wart.rzeczywistych sa tez rzeczywiste.
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Szybkie transformacje Fouriera FFT

Algorytm wyznaczania wspétczynnikéw ¢;

lub
Rozwigzywanie zadania odwrotnego - obliczania wartosci wielomianu
trygonometrycznego w punktach xx = i:—q k=0,1,...,n. Przyjmujemy

oznaczenie f(k) := f(xk)

@ ZA - analiza Fouriera: dla danych liczb zespolonych f(0), (1), ..., f(k)
szukamy wielkosci

27k

N_ 1 % —ij :_
c(J)_nsz_;f(k)e T j=0,1,...,n

@ ZS - synteza Fouriera (zadanie odwrotne do ZA): majac dane liczby
zespolone ¢(0), ¢(1), ..., c(n) szukamy

n

Fk) =" c(j) €I k=0,1,....n

j=0
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FFT. Algorytm

e Klasyczny algorytm rozwiazania ZA i ZS wymaga ok. (n+ 1)?
¢ 221k
zespolonych mnozen i dodawar oraz obliczania e '/n+1

@ Algorytm Cooleya i Tukeya szybkich transformacji Fouriera
(FFT) jest obliczeniowo tanszy.
Jezli zatozymy, ze n+1 = rir>...rp,, to liczba zespolonych
mnozen i dodawan w alg. FFT jest rzedu
(n+1)(n+n+...4+1).
Najczeéciej FFT stosuje sie dla n+ 1 = 2% (czyli wszystkich
rj = 2) i wtedy alg. wymaga nlog, n rzedu dziatan.
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FFT. Algorytm wg Reinscha

Wprowadzamy wielko$ci pomocnicze:

j
Po:=1, F)j::Hrk dlaj=1,2,...,p
k=1

P
Qj::Hrk dlaj=01,....p—1, Q=1
k=j+1
Zauwazmy, ze dowolng liczbe catkowita z przedziatu [0, n] mozna jednoznacznie
przedstawi¢ w postaci:

J=JpPp—1+...+iPo gdzie0<j;<r—1 dlai=1,2...,p
lub

k=ki@Qi+...+kQp gdzie0< ki<r—1 dlai=1,2,...,p
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FFT. Algorytm wg Reinscha - cd

Wzér na wspdtczynniki c(j) dla weztéw réwnoodlegtych mozna wiec zapisaé
jako:

rp—1 n—1

N1 —27ij(k1 Q1+ 4kp Qp)/ (n+1)
c(.l)—n_'_lkz‘;...kzoe PP flkiQi+... + k@) (3)
p= 1=

Wiemy, ze Q; P, =n+1,i=0,1,...,p, wobec tego:

(lel+"‘+kaP)/(”+1)=’%—i—.‘.—&—g (4)
P
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FFT. Algorytm wg Reinscha - cd

Z réwnan (3) i (4) wynika zalezno$¢:

(n+1)c(j) = Z e ~2miige

kp=0
P oniji2 -

kp_1=0

ol

Z e Py f(k1Q1++kap)
ki=0

Ponadto dla m=1,2,..., p mamy:

..k L. . k,
o2 _ g 2mi UpPp 1t PO R = 2mi (P 1+ it Po) A
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FFT. Algorytm wg Reinscha - cd

Ostatecznie wiec otrzymujemy:

(n4+1)c() = (n+1)c(fpPp-1+ ... +j1Po) =

rp—1 e X k
. R 727rl(ijp_1+4.4+J1P0)P—p
= E e P
ko=0
rp—1—1 0 . kp—1
—27i (jp—1Pp—2+...+j1 P
e Up—1Pp—2 J1 o)pp71

1 k1 =0

o{f(kiQi+ ...+ ky Qp)

Wyrazenie zakre$lone klamra o { oznaczamy symbolem So(ki Q1 + ... + k» Qp),
klamra 1 { symbolem S;(jiQ1 + ko @2 + ... + kpQp), - .., klamra , { symbolem
Sp(hQ1 + ...+ jpQp).
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FFT. Algorytm Cooleya i Tukeya

Przy oznaczeniach jak na poprzednim slajdzie, algorytm Cooleya i Tukeya jest
postaci:

@ dlak=01, . ..rn—1i=12...p
So(ki@r+ ...+ kp@Qp) i=F(kiQi + ... + ko Qp)
@dam=12,...,p

Sm(lel + .. -ijm + km+IQm+1 + e + kap)

rm—1

L ok
_ e*27”(lum71+~-+f1P0)ﬁ

km=0

'Sm—l(lel + .. ~jm—1Qm—1 + kam +...+ kap)

gdzie j; =0,1,...,,—1dlai=1,2,...,m,
ki=01,....,r—=1dlaj=m+1,m+2,...,p.
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FFT. Algorytm Cooleya i Tukeya - cd

Woprowadzmy dodatkowe oznaczenia:

ai= km+lQm+1 + ...+ kap

l_) ::jm71Pm72 + ... +j1P

b:i=j@i+ ... jm-1Qm-1
oraz

_ _—27i/Pm

u:=e v i= e 2ri/m

A zatem w m-tym kroku:

_ Comi(dmy b _
Snb+inQnt 3) = 5 e B ) 5, (B4 ko + 2)
Km—
rm—1

_ Z \mkm ubkm5m71(5 + km Qm + a)
km=0

dlab=01,...,Pm1—1,2=0,1,...,Qm—1, jm=0,1,... rm—1.
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FFT. Algorytm Cooleya i Tukeya - cd

Mozna wiec dla m=1,2, ..., p algorytm realizowaé nastepujaco:
dlab=0,1,...,Pp_1-—1
dlaa=0,1,...,Qm—1

@ skalowanie, czyli
dla k=0,1,...rp—1 5;1_1(5+ka+3) = ubk5m71(5+ka+a)

@ transformacja, czyli

rm—1

dla j=01,...r=1  Spa(b+jQn+a):= Y V*Sp 1(b+kQn+2)
k=0
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FFT. Algorytm Cooleya i Tukeya - cd

Skalowanie i transformacja sg réwnowazne mnozeniu odpowiednio przez
macierze D i T postaci:

1 0 0 0 1 1 1

0w o0 . . 0 1 2 yrm—1
D= 0o o u* . . 0 T— . v2 vt

0 0 ) o ylm=1p 1 yml Al V(r,"—l)z

i wymagaja facznie okoto r2 mnozer i tyle samo dodawan. Ogétem w m-tym
kroku algorytmu trzeba wykonaé O(Pm—1Qmr2) dziatan.
Poniewaz Ppn_1Qmn = 22, to w m-tym kroku jest O((n+ 1)rn) dziatah. Wobec

tego koszt catego algorytmu jest réwny O(ln+1)(n+rn+...+r)
zespolonych dodawan i mnozen.
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Algorytm FFT dla funkcji o wartosciach rzeczywistych |

@ Mozna wykorzysta¢ alg. Cooleya i Tukeya do wyznaczenia rzeczywistych
wspoétczynnikéw a; i b; (réwnania (2)) trygonometrycznego wielomianu
interpolacyjnego w postaci (1) lub

. .. L. __ km —
@ do obliczenia jego wartosci w punktach xx = .75, k=0,1,...,2n+ 1.

Odpowiednikiem ZA i ZS s3 w tym wypadku zadania:
@ RA - majac dane liczby rzeczyw. yx, k =0,1,...,2n+ 1 szukamy

wielko$ci
2n+1
1 mjk .
aj—n+12ykcosn+1 j=0,1,...,n+1
k=0
oraz

2n+1

1 . ik .
b = —1,2,...,
- e :

i zadanie odwrotne
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Algorytm FFT dla funkcji o wartosciach rzeczywistych Il

@ RS - przy danych wspdtczynnikach rzeczyw. aj, j =0,1,...,n+1, i bj,

j=1,2,...,n, wyznaczamy wartosci
- ik ik
o J .o T an+1 k
yk:E—'—Zl(aJCOSnJrl+bjs|nm)+nT(_1)
j=

dla k=0,1,...,2n+ 1.
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Algorytmy Goertzela i Reinscha |

Przy obliczaniu wartosci wielomianu w postaci (1) w punkcie £ nalezy
wyznaczy¢ wartosci wyrazen:

C)=) dicosjt  S(E) =) dsinje
j=0

j=1
o rzeczyw. wspoét. d.
Mozna zauwazy¢, ze C(&) jest czescia rzeczywista, a S(&) czescia urojong

wartosci wielomianu rzeczywistego w(z) = > d;z/ w punkcie zespolonym
J=0

w(§) = C(§) +i5(¢) (5)
Do obliczenia w(£) mozna zastsowaé alg. Hornera - wymaga w tym wypadku
4n — 2 rzeczywistych mnozen i 3n — 2 rzeczywistych dodawan.
Istotnie mniejszy koszt ma algorytm Goertzela.Zauwazmy, ze warto$¢ w(§) jest
réwna reszcie z dzielenia w przez rzeczywisty tréjmian kwadratowy
(z—€)(z—€)=2°—2coséz+ 1 w punkcie z = £. Jezeli bowiem

& =cos&+ising, tzn.

n

Zdjzj =(2* — 2coséz + I)Zejz"*2 +ez+ e (6)
j=0

j=2



Interpolacja tryg
0000

Algorytmy Goertzela i Reinscha |l

to
w(€) = (e1cos& + ) + iey sin & (7)

Z réwnosci (5) - (7) wynika algorytm Goertzela



mianu In

Algorytm Goertzela

c:=cos(§)

€ntl T €py2 T 0

for j:=n step -1 until O do
e := dj+2ceiy1 — €12

C(§) := e —cer
S(€) := esin(§)

Algorytm moze dawa¢ niepoprawne wyniki dla €] < 1. Wynika to stad, ze
zadanie jest Zle uwarunkowane dla pomocniczej zmiennej ¢ = cos(&), choé dla
oryginalnej zmiennej £ jest dobrze uwarunkowane.

Algorytm zmodyfikowat Reinsch, i jest to algorytm numerycznie poprawny.



mianu In

Algorytm Reinscha

ent2 := depy1 :=0
if cos(§) >0 then
p := —4sin?(£/2)
for j:=n step -q until 0 do
€+1 := Oe€it1+ €t2
56‘] i= pej+1+6ej+1+dj
else

p := 4cos?(£/2)
for j:=n step -1 until O do
g+1 = Oejt1 — €2
5ej HE pej+176ej+1+dj
end
C(&) := deg — per/2
S5(&) := esin(§)

Mozna sprawdzié, ze algorytm Reinscha wymaga 3n + 4 rzeczywistych dodawan

i tylko n+ 4 rzeczywistych mnozen (w alg. Hornera mnozen byto 4n — 2).



Interpolacja funkcjami sklejanymi



Interpolacja funkcjami sklejanymi. Definicja zadania |

Niech (A) bedzie uktadem punktéw xp, x1, . .., xy dzielacych
przedziat [a, b] na N czesci:

(A)a:Xo<X1<...XN:b

W kazdym z przedziatéw [x;, xj11] przyblizamy f wielomanem
ustalonego (zwykle niskiego) stopnia.

Istotne jest, aby przyjete rozwigzanie w danym podprzedziale byto
ciggte wraz z odpowiednimi pochodnymi na catym odcinku [a, b].
Takie wtasnosci maja funkcje sklejane, ang. spline.



anu Interpol

Interpolacja funkcjami sklejanymi. Definicja zadania Il

Definicja funkcji sklejanej

Funkcja rzeczywista S nazywamy funkcja sklejang stopnia m z
wezfami
(A)a=x<x31<...xy=b
jezeli
e w kazdym przedziale (x;—1,x;) dlai=0,1,..., N + 1, gdzie
X_1:= —00, XN+1 = +00, S jest wielomianem stopnia nie
wyzszego niz m,
@ Sijej pochodne rzedu 1,2,..., m— 1 s3 ciagte na catym
zbiorze rzeczywistym, S € C™~ 1.

W naprostszym przypadku, gdy m = 1, funkcja sklejana jest
famana.

Z definicji wynika, ze wielomiany s3 szczegdlnym przypadkiem
funkgcji sklejanych.



Splajn pierwszego stopnia

Przypadek najprostszy

@ Funkcje sklejane pierwszego stopnia — interpolacja liniowa pomiedzy
weztami x; i xi+1. Wykorzystujac posta¢ Newtona otrzymujemy:

(yi1 — yi)

(it X.)(x — Xi) xi < x < Xiy1
i+1 — A

y(x) =Si(x) =y +

@ Sformutowanie to spetnia warunek Sj(xi+1) = Sit1(xi+1)

Przyktad: funkcja
y = 1/(1 + x?) interpolowana
splajnami pierwszego stopnia




Splajny trzeciego stopnia (kubiczne)

@ Wielomian stopnia n jest definiowany jednoznacznie przez n+ 1 réwnan
— kolejne réwnania mozna otrzymac z narzucenia warunku ciggtosci
pierwszej i kolejnych pochodnych
@ Jest to sposéb na wygtadzenie krzywej interpolujacej
@ Splajn trzeciego stopnia w kazdym z n przedziatéw jest postaci:
Si(x) = ah + alx + abx® + akx®, i=0...n— 1 — potrzebnych jest 4n
réznych warunkéw, zeby wyznaczyé wspétczynniki wszystkich splajnéw
@ Warunek interpolacji funkcjami sklejanymi z definicji daje doktadnie 2
réwnania dla kazdego splajnu, czyli 2n réwnan postaci:
Si(x;):y,-, 5,'(X,'_;_1):y,'+17 i=0...n—1
@ Brakujace warunki otrzymujemy obliczajac pierwsze i drugie pochodne i
przyréwnujac je w potaczeniach splajnéw:
5,-/(x) = ﬁix) = aj + 2abx + 3aix® S,-/(x,-) = 5,-/_1(x,-), i=1...n—1
5,-”(x) = %’éx) = 2a)) + 6alx 5,-//()(,-) = S,-N,l(x,»), i=1...n—1
Pozosta{e”2 warunkj/dla weztéw brzegowych mozna narzuci¢ np. w
postaci S (x0) = S,_1(xn) =0
@ Otrzymany uktad 4n réwnan tworzy macierz przekatniowa pasmowa.
Zadanie mozna rozwigza¢ przy uzyciu np. metod eliminacji.



Przyktadowe zadania i obliczenia



Interpolacja Lagrange'a. Obliczanie wartosci funkgji |

Oblicz wartosci ponizszych funkcji dla zadanych wartoéci
wykorzystujac interpolacje Lagrange'a

e f(x)=y/xdlax=6
o f(x)=log;ox dla x =40
o f(x)=+xdlax=16



Interpolacja Lagrange'a. Obliczanie wartosci funkgji |

Rozwazmy przyktad f(x) = /x dla x =6

@ Wybieramy punkty, co najmniej 3, dla ktérych warto$¢ funkcji
f(x) jest znana i takie, zeby punkt x = 6 lezat w $rodku
wybranego przedziatu:

{x,f(x)}: {1,1}, {4,2}, {9,3}

@ Tworzymy z definicji wielomian interpolacyjny Lagrange'a

L2(X) — f(XO) (X*Xl)(Xfxz) + f(X]_) (X Xo)(X X2) + f(X2) (X*Xg)(X*Xl)

(x0—x1)(x0—x2) (xa—x0)(x1—x2) (x2—x0)(x2—x1)

© Obliczamy warto$¢ dla x = 6

6—9 6—1)(6—4
2R + o

6—4)(6—9
L2(6) 1%1 4;§1 9

)
1
+2"’4 23



Interpolacja Lagrange'a. Postaé Newtona |

@ Posta¢ Newtona wymaga obliczenia ilorazéw réznicowych,
ktére sa rébwne wspdtczynnikom postaci Newtona
bx = f[x0,x1,...,xk] oraz zachodzi:

flxo] = f(x0)

FIXit1seesXio k] = F[XiyeesXigk—
f[X17XI+1,X,+k] = [ i+ i+ ] [ i i+ 1]

Xitk—Xi

@ Oblicz ilorazy réznicowe dla funkgji, o ktérej wiemy, ze
przyjmuje nastepujace wartosci:
(X7 f(X)) (17 1)' (27 5)' (37 _6)' (57 2)

lloraz réznicowy | rzedu:

2—1 1

o R = e
5]—f[3

[3.5] = B = 258 — 4



Interpolacja Lagrange'a. Posta¢ Newtona Il

lloraz réznicowy Il rzedu:

f[l 2 3] f[2,3]— f[1 2] _11 4 _ 7%

3—
f[2 3 5] f[3 5 f[2 3] 4451]_ 5

lloraz réznicowy Il rzedu:

f2,3,5] — f[1,2,3] 5+73
5—1 4

1

f[1,2,3,5] = —3=

[7 ) ] 8
e Podaj posta¢ Newtona W(x) = E bipk(x) dla wielomianu

W w postaci naturalnej W (x) = 2x — 4x + 3 oraz punktéw
X():].,X1:2,X2:3



Interpolacja Lagrange'a. Posta¢ Newtona Il

Konstruujemy wielomiany p;:

po(x) =1
pi(x) = (x —x0) = (x — 1)
p2(x) = (x = x0)(x — x1) = (x = 1)(x = 2)

Obliczamy wspbétczynniki b;

bo = f[Xo] = W(l) =1

fx1]—F[x w(2)—w(1 3—1
b]. = f[X07X1] = [;E—X(E 0] = ( g—l( ) = i = 2
fol=flxl 5 w(3)—w(2)
fx1,x2]—f[x0,x: o —x — -2
b2 = f[XO;X]_7X2] = [ L j2]_X(E 0 1] g 23_11 = 3 22 = 2

Szukana posta¢ Newtona wielomianu W:

W(x)=142(x—1)+2(x —1)(x —2)



Reszta interpolacyjna |

@ Reszta interpolacyjna r to
r(x) = f(x) = La(x)

o dokfadna wartos¢ funkcji f w punkcie x nie jest znana,
dlatego korzystamy z twierdzenia
Istnieje punkt & = £(x) € [a, b] taki, ze

n+1 6
=Tt

przy czym zaktadamy, ze f ma ciagta pochodna (n+1). rzedu
na przedziale [a, b] zawierajacym punkty xop, X1, ..., X, oraz x



Reszta interpolacyjna Il

@ Jaki jest btad przy obliczaniu wartosci funkcji cos dla 57/8,
jesli znane sa wartosci tej funkcji dla 0, /6, 7/4, /3, 7/2,
2w /3, 7
Szacujemy

) = =D (5.-0) (5 - 8) (% - 1) (% - 5) (- 8) (- 9) (8 -7) <%



Posta¢ Newtona |

@ Wielomian Hermite'a w postaci Newtona

x) = z”: bipi(x)
1=0

k m,-—l

=D > begiyips(iyi(x)

i=0 j=0

@ Skonstruuj wielomian 4. stopnia W taki, ze

W(0) = 1, W'(0) = 2, W(2) = 2, W'(2) =

Obliczamy indeksy

1, W"(2) =3

0+0
0) +
1

+0

— N Y Y~
Il
AWM H=O
Il
w L unn

(
(
(
(
(

— N N N

1
1



Postaé¢ Newtona I

Konstruujemy wielomiany p;
po(x) =1
Pi(x) = ps(o)+1(x) = (x —x0) =
P2(x) = Ps()+o(x) = (x = x0)™ (X —x1)’ = (x = 0)* =x
p3(x) = Ps(1y41(x) = (x = x0)™(x = x1)' = (x = 0)*(x — 2) = x*(x — 2)
pa(x) = Ps(1)42(x) = (x = x0)™(x = x1)* = (x = 0)%(x — 2)* = x*(x — 2)?
Obliczamy wspdtczynniki b; (odpowiednie ilorazy réznicowe)

by = bs(0)10 = f[x0, 1] = f[x] = W(x0) =1
by = byoys1 = flxe.2] = 700 = wr(0) =2
)
)

b = biyo = oo, 2,0, 1] = Polanlorbod _ fadborls o)) =3 1=
by = (1) 41 = f[XoA, 2])(1,2] fxo,1.x1, 2] f[xo 2,x1, 1] _ flx,2]— f[xo 1x,1]1

1

51,.3_1.,.3_

2+8 +
[x1,

2 % 2 8 —2
by = b5(1)+2 _ f[Xo 2,x1, 3] f[xgl)qf} )I:(Ex02>q 2] _ flxa, 3]X1f[>:)ulx1 2]% %% _ (% f ]le[>)<301 X1, 1])
B-3(-Pli-1-3-1-%
Szukany wielomian W jest postaci:
32,15
W(x):1+2x—1x +5x (x—2)+ 6% x3(x —2)?



Rozwigzywanie uktadow rownan
liniowych



Problem

e Ax=D
— A macierznxn
— X szukany wektor o rozm. n
— b wektor wyrazow wolnych o rozm. n

0y Xy + 0%+ ... +0, X, = b,
0y X1+ 0y X, + ...+ 0, X, =D,

0, X1+ 0, X +...+0, X, = b,



Metoda eliminacji Gaussa

e Postac¢ macierzowa

Gy Gy o Q] x| [B]

Gy Gy . @y,| (x| B
LA _

a, . I::{P'E:P'EJ ‘IL“EJ EJ”’J

* Dopisujemy do macierzy A wektor wyrazow wolnych B
(macierz rozszerzona)

-ﬂ'__'_ thy - Gy, 'bl-l

ry hn ... . D
A|B= iy gl K p.

a, 4, .. a, E:',:J



Metoda eliminacji Gaussa

* W kolejnych krokach rozpoczynamy przeksztatcanie
rozszerzonej macierzy A|B w macierz tréjkatng gorna

— Etap ten nosi nazwe etapu eliminacji

et a a, b ] 1 a a,,
- a- - . -
T = Oy, ——0, &, ——a b,—— 0 a,-—a, iy, ——a
- ol - ’ i 1 ’ o o+ : I:{__ B T i ’ Iﬂ_ ’
. 0
a. - a - a - - a - a .
. -—=a ﬂ.f'-_ial.: A b,——=h . a,-— "y, A, ———a ,
Ty Todn Sy 1] oy Sy

* Otrzymujemy macierz

_‘:'-"__'_ 5 a by
0 a5, a5, b,
A'= < 2
l::j " ee o
0 a, a 5'..J ali | =0, r.1-1 |
- - = ] ak,j k=i+1,n-1, j=0,n-1

ak,j = ak,j — ak,i / aii * aij
bk = bk — ak,i/aii * bk



Metoda eliminacji Gaussa

Ostatecznie otrzymujemy

ty hy Gy - 4, 4, 5] [ B
0 ay, ay,; - a'::n—l as, Xq b';
n n n e _ n
0 0 a%; .. a5, a;, 3 b
" ¥ E:Im

0o 0o 0 .. 0 a,| L%l [o%]

Kolejne sktadowe x; znajdujemy rekurencyjnie wg wzorow

1]
X, = b,
alat | L]
d n.R
" L1 L1
b'i—a" ,xy—..—a

PR )
X; = : _ i+l '+1_.dla i=n—-1ln—-2...1



Metoda eliminacji Gaussa
* Przyktad

4%, -2X, +4x; -2x,= 8
3, + X, +A4x; +2x,= 7
2x; +4x, +2x5 +x,=10
2X; - 2%, +A4Axy; +2x,= 2

* Po przeksztatceniach otrzymujemy postac

4%, - 2%, +  Ax5 - 2x, =8
2,5%,+ x3+  3,5x,=1
-2X5- 5x, =4

-1,6X, = 3,2



Metoda eliminacji Gaussa
* Przyktad —cd
* Wyznaczamy

3,2

X, = 16 =-2

‘= 4+5x, _ 4 + 5% (-2) =4-10 _ -6 _3

3 -2 -2 -2 -2

‘. = 1-3,5%,-%x3 _ 1-35*(-2)-3  1+7-3 5 5
2 2,5 - 2,5 - 2,5 25

. = 8+2%,-4x;+2x, = 8+2*(-2)-4*3+2*2  8-4-12+4
= = =

4 4 4



Eliminacja Gaussa-Crouta

Algorytm eliminacji Gaussa posiada dosyc istotng wade

Bazuje on na dzieleniu przez elementy przekatnej gtdwnej macierzy
wspotczynnikow

Moze sie zdarzyc, iz element przekagtnej gtownej jest rowny zero lub
zostanie wyzerowany w wyniku obliczen

Ulepszeniem algorytmu eliminacji Gaussa jest metoda Crouta

— na poczatku eliminacji wyszukujemy w wierszu macierzy AB element o
najwiekszym module

— zamieniamy miejscami kolumne ze znalezionym elementem z kolumng
zawierajgcg element gtownej przekatnej

— w ten sposob dzielnik bedzie posiadat najwiekszg wartos¢ ze wzgledu na
modut

— pozbedziemy sie sytuacji, gdy moze on posiadaé¢ wartos¢ 0 (chyba ze caty
wiersz macierzy AB jest zerowy — ale wtedy réwnania i tak sie nie da
rozwigzac).



Eliminacja Gaussa-Crouta

* Zmodyfikowany algorytm eliminacji Gaussa wymaga
zapamietania, ktore kolumny zostaty zamienione
— na etapie wyznaczania niewiadomych musimy zna¢ numery
wyliczanych niewiadomych
 Wprowadzamy do algorytmu dodatkowy wektor W
przechowujacy informacje o numerach kolumn

— zamiana miejscami kolumn nie wymaga faktycznego ich
przemieszczania w pamieci — wystarczy odwotywac sie do nich poprzez
wektor kolumn

e Jesli w wektorze W zamienimy ze sobg numery dwoch kolumn
(s3 to tylko dwa elementy, zatem wymiana jest w czasie
statym), to efekt bedzie taki, jakby te kolumny zostaty
Zamienione miejscami w macierzy AB



Rozktad LU

* Dang macierz kwadratowa A, roztozy¢ na dwie macierze
— tréjkatng dolng L, ., 0 elementach gtownej przekatnej rownych 1
i

— trojkatng géorng U, takich ze

nxn’

nxn nxn nxn
g1 @12 @13 .. @1 81n 1 0 o ... 0 0 Uiq Ug2 U1a ... L4
821 @2z @23 8201 82n ba 1 0 0 0 0  Usz Uoa . Uzgg
_ 831 @83z @833 .. 83nq  Hag _ _ lar hkz 1 .. 0 0 0 0 was ... Uapg
Ajun= =LlaunxUyun= ®
8n11 8n12 @n12 ... 8nind 8ntn it bz gz 0010 0 0 0 .. Untnd
Ig'n,1 an,E an,a Ig'n,n-1 Ig'n,n IIn,1 'In,E 'In,E- IIn,n-1 1 0 ] 0 .0




Wyznaczanie rozktadu LU
Algorytm Doolitle'a

* Z mnozenia macierzy otrzymujemy
“j'n-t H=LPE HXLTHE ]

a, = Zﬂ E.-::: XUy

 Macierze L i U sg macierzami trojkgtnymi -> czes¢ ich elementow jest
rowna zero
— Otrzymujemy dwa przypadki w zaleznosci od indeksdw i oraz j

— i<}, czyli element macierzy A g;; lezy na gtownej przekatnej lub ponad nig. W takim
przypadku ostatnim, niezerowym elementem w wierszu i-tym macierzy L jest element /;

— Ogolny wzor redukuje sie do postaci

a ;= EI: EI.::: XUy

— Dodatkowo z postaci macierzy L wiemy, iz element /;, lezacy na gtownej przekatnej, jest
zawsze rowny 1, stad

a, = (i E.-::: P 11::”'.) + U



(2)

Wyznaczanie rozktadu LU
Algorytm Doolitle'a

Mozna zatem wyliczy¢ element u;; o ile sg znane poprzednie elementy macierzy Li U

U, =4 - i [ xuy

i > j, czyli element macierzy A a;; lezy pod gtéwna przekatna
W tym przypadku ostatnim, niezerowym elementem w j-tej kolumnie macierzy U jest u;;
Wzér wyjsciowy redukuje sie do postaci

= ZI EI.::: XUy
a,; = (i E.-::: XU, ) - f.-:,.- XU,

Otrzymany wzor pozwala wyliczy¢ element /;; o ile znane sg poprzednie elementy
macierzy Li U

fl.:vl.:—x(ﬂ' Zf X,




Wyznaczanie rozktadu LU
Algorytm Doolitle'a

* W ten sposob otrzymalismy algorytmu Doolitle'a wyznaczania rozktadu
macierzy A na iloczyn dwdch macierzy L i U (LU matrix decomposition)

* Kolejne kroki algorytmu

Utworz dwie macierze L i U o stopniu macierzy A;
Macierze L i U wyzeruj;
W macierzy L elementom na gtéwnej przekatnej przypisz wartosé 1
Dlaj=1,2,...,n wykonuj
* Dlai=1,2,...,j wykorzystaj rownanie (1) do wyznaczenia elementow u;;
* Dlai=j+1, j+2,...,n wykorzystaj rownanie (2) do wyznaczenia elementow /;

(1) U =a, - Zg xu,

(2) |4 = —><(c;r Zf X,




Wyznaczanie rozktadu LU
Algorytm Doolitle'a

* Przyktad

a9 @92 813 1 0 0 Ugq Ugz Uqg
Azxa=| apq 823 @3 | =lawaxlawa=| l20a 1 0 | x| 0 Uz
ga,1 @32 &332 g 2 1 0 0 s
=1
i=1,1=], zatem wyznaczamy u 4:

0
U, =dy; — Z‘TL.:: XU = dpy
—

i1 =2, 1> ), wyznaczamy /3 -

1 - 1
[, =—x(a, —E L. xu, )=—xa,
.r.:]. I{ll ( .r.:]. = A .l) I{ll .r.:].

I1=3,1>], wyznaczamy /3 4:

1 v 1
j?3:1 =—X ("-'33__1 _z j?3:.:: X H.i::l) =—Xdy,
I‘{]._II. =1 I‘{ll




Wyznaczanie rozktadu LU
Algorytm Doolitle'a

* Przyktad

@11 @12 @13
AE-!E-z ds

Z.1

g1 d32 833

dz gz dz3 =laxcaxlUzsa=

1 0 0 U4 Uz U3
'IE'I 1 D 4 U UEE UE.E
laq a2 1 0 0 Uaa

j=1

i=1,1=], zatem wyznaczamy u 4:
U, =dy; — Z‘TL.:: XU = dpy

I1=2,1> ], wyznaczamy /3 4:

::—x(aﬂl zf xul)_ xa,,

Hl 1 i 1

I1=3,1>], wyznaczamy /3 4:

——X(Hﬂ zf XU, 1)— xaj,

i =1, 1 <], wyznaczamy u4 o

0
U, =dy, _Z‘TL.:: XU, = A,
=1

i =2, 1=], wyZznaczamy us 2:

1
i, ; z a5 — 1y XU,

I =3, 1> ], wyznaczamy | z:

——X(Hﬁﬂ zf ><H:::E):Lx(ﬂiz_

£ - I -
o Lol




Wyznaczanie rozktadu LU
Algorytm Doolitle'a

* Przyktad

dqq @12 893 1 0 0 Uyq Uz Uya

AE-!E-z ds

Z.1

a a = LE.xE.x UE.:-:E.z |IE,'| 1 D = U UE.E UE.E

22 ®23

ga,1 @32 &332 g 2 1 0 0 s

j=3

I1=1,1<], wyznaczamy u, 5
0

U, =d;— z L %l ;=05
=1

I =2, 1<), wyznaczamy ug a:

i =3.1=), wyZnaczamy ua z:

Us 3 =0y 4 _Z‘Ti.:: MUy 3=y — I3 XUy 5 =155 XUy
—




Wyznaczanie rozktadu LU
Algorytm Doolitle'a

* Przyktad

dqq @12 893 1 0 0 Uyq Uz Uya

Ag x3 = 8zq 822 823 = L:—} w3 X UE- 3= |IE,1 1 0 S 0 Uz Uzag

2.1

ga,1 @32 &332 g 2 1 0 0 s

j=3

I1=1,1<], wyznaczamy u, 5
0

U, =d;— z L %l ;=05
k=1

I =2, 1<), wyznaczamy ug a:

1 .

= ay - S L, xu, =y, L, xu, Dla przyktadowych danych:
=

147 100 1 4 7

2 2458 = 210 = 0D-3 -6

Us 3 =0y 4 _Z‘Ti.:: MUy 3=y — I3 XUy 5 =155 XUy 369 321 000
=1

i =3.1=), wyZnaczamy ua z:




Wyznaczanie rozktadu LU
Algorytm Doolitle'a

W przykfadzie
— Potrzebne w rownaniach (1) i (2) elementy macierzy L i U sg zawsze wyliczane wczes$niej
— We wszystkich rownaniach elementy macierzy A sg uzywane tylko jeden raz
— Whniosek:

* macierze L i U mogg zosta¢ umieszczone w miejscu macierzy A (operacja bedzie
wykonana in situ) i zaoszczedzimy pamieé

* W macierzy L istotna jest tylko czes¢ lezgca pod gtdowng przekatna. Elementy
przekatnej sg zawsze rowne 1, a elementy lezgce nad przekatng sg rowne zero i nie
musimy ich wcale zapamietywac.

* w macierzy U istotna staje sie tylko gtdwna przekatna oraz elementy lezgce nad nig,
pozostate elementy sg rowne zero i rowniez nie musimy ich zapamietywacd

e Algorytm Doolitle'a moze przeksztatca¢ macierz A w potgczone macierze Li U:

d11 d1,2 @813 d1,n1 @1,n bqyq Uz Uz ... Wp1 LWn
dz1 dz2 dz32 dzn1  H2n laq Uzz Uza . Uzpq Uz
da1 83z daaz dan1  Han l31 laz Uaa . Uanq Uiy
8n-11 8112 8n-13 ... 8n1n1 8nin 11 iz iz 0 Undnd Unan
Ia'n.1 dn2 Ia'n.E- - Ia'n.n-1 Ia'n.n IIn.1 'In.E 'In.E- IIn.n-1 I'-"'n.n




Problem. Rozwigzanie z zastosowaniem LU

Znalez¢ rozwigzanie uktadu rownan liniowych postaci
81431 ta@12¥2 + .+ 8 pdn = by
d2qX1 + da¥p + ... + 830X, = b

=

n1¥1 F @po¥z + . F 8pp¥n T b,

wykorzystujac rozktad LU
Posta¢ macierzowa

AxX=B

Rozktadamy macierzAnaliU

A=L=U
—  Przeksztatcamy A=X=B
(LxUy=X=8B
Lx({UxX) =B
—  Obliczamy wektor Y L xY¥=8

A nastepnie majac Y obliczamy wektor X, ktory jest rozwigzaniem uktadu réwnan

U=X=Y



Problem. Rozwigzanie z zastosowaniem LU

* Korzyscig tego rozwigzania jest to, ze macierze L i U ze wzgledu na swojg posta¢ pozwalajg na
bardzo proste wyliczenie Yi X

— podstawiajgc w przod
v =bh

v.=h —ZEI.:J.}-'J.: dlai=2,3....n

I I

— podstawiajgc wstecz

-

L:.;I_ - z HI.:J..‘(J. ‘: dlai=n -1n-2,..1

1
HI':I'

Wektor pomocniczy Y moze by¢ w pamieci komputera przechowywany w wektorze X
(oszczednosé miejsca)

 To podejscie szczegdlnie jest przydatne w przypadku koniecznosci rozwigzywania wielu
uktadéw réwnan, ktdre roznia sie jedynie wektorem wyrazow wolnych B

— W takim przypadku dokonujemy jednokrotnie rozktadu LU macierzy wspotczynnikow A,

a nastepnie wymieniajgc jedynie wektor B rozwigzujemy kolejne uktady przy pomocy
wyliczonych wczesniej macierzy Li U.



Rozwigzywanie uktadow rownan
liniowych

Duze uktady rownan liniowych



Zagadnienie
Niech zadane beda

— A=(a;) - macierz n na n, odwracalna,
— b = (b)) - wektor o dtugoscin

Szukamy rozwigzania x = (x;) uktadu rownan Ax=>b

W odroznieniu od ogdlnego zagadnienia rozwigzywania
uktadu rownan liniowych rozpatrujemy uktady rownan
powstate z dyskretyzacji rownania rozniczkowego metodami
elementu skonczonego lub réznic skoriczonych

Wtedy macierz A jest bardzo duza, ale zawiera tylko ok. 10%
niezerowych elementow

— macierz rzadka



Zagadnienie

Uzywanie bezposrednich metod rozwigzywania uktadéw

rownan liniowych

— Mato efektywne, poniewaz podczas szukania rozktadu macierzy na
macierz dolno- i gérnotrdjkatng nastepuje utrata wyzerowanych miejsc

— Przy duzych rozmiarach macierzy wypetnienie wyzerowanych miejsc
spowodowatoby znaczne powiekszenie potrzebnej pamieci

Do rozwigzywania tego typu zagadnien stosuje sie metody

iteracyjne:

— Klasyczne metody iteracyjne

— Metody projekgciji

— Metody Krytowa



Klasyczne metody iteracyjne
Definiujemy rozktad macierzy A=M-N
— gdzie M jest macierzg odwracalng

Uktad Ax=b przekszatcamy w nastepujacy

rownowazny uktad:

M™Ax=M""b

lub:

X=M"*(M-A)X+M™b

/ tego Wynika prosta metoda iteracyjna:

XV =M*(M-AX+M™b
— Macierz M powinna by¢ dobrym przyblizeniem A (szybka
zbieznosc¢) i tatwo odwracalna



Klasyczne metody iteracyjne

 Macierz M powinna by¢ dobrym przyblizeniem A
(szybka zbieznos¢) i tatwo odwracalna
— Najprostsza klasyczna metoda iteracyjna
— Metoda Richardsona
— Metoda Jakobiego
— Metoda Gaussa-Seidela
— Metoda SOR
— Metoda SSOR



Klasyczne metody iteracyjne

* Najprostsza klasyczna metoda iteracyjna
M=I, N=1-A

X = (1 - AN +b

* Metoda Richardsona
M=I| N=I-A

— i wprowadzamy parametr relaksacji @

X = x4+ p(b— AXN)



Klasyczne metody iteracyjne

 Metoda Jakobiego
— PrzyjmujagcA=D-E-F
e gdzie D jest macierzg diagonalna
* F poddiagonalna
* F naddiagonalna
— dla metody Jakobiego dobieramy:

M=D, N=E+F

XV =DYE+F)x"+D7
. badz

X = Z 3, xi), i=1,...,n

|| —1 j;él



Klasyczne metody iteracyjne
Metoda Gaussa-Seidela
— Przyjmujgc A=D-E-F
e gdzie D jest macierzg diagonalng, E poddiagonalngi F
naddiagonalng
— dla metody Gaussa-Seidela dobieramy

—albo (‘do przodu’) M =D-E, N=F

X =(D-E)*Fx"“ +(D-E)™'b
* badz
1 -1 n _
(k+1) = — . — .. (.k+1) — .. (k) =
X, . (b ,Z_;‘a X D axi), i=1...,n

") J
j=i+1

—albo (dotytu’) M =D-F, N=E
X =(D-F)'Ex" +(D-F)™b
* badz -1 A
X<+ =ai(bi =Y ax{=> ax{) i=n,. .1
i =1

") ")
j=i+1



Klasyczne metody iteracyjne
* Metoda SOR

— Oparta na metodzie Gaussa-Seidela
— Przyjmujgc A=D-E-F

e gdzie D jest macierzg diagonalng, E poddiagonalngi F
naddiagonalng

— dla metody SOR dobierfmy .
— albo (‘do przodu’) M :;(D_G)E)’ N :;(a)F +(1-w)D)

X = (D — wE) [wF + (1— @)D]x" + (D - wE) ' wb

- T (X9) + (L— )X,

W -1 n _
= —(b->ax V- axi)+l-0)x,i=1...,n
d; j=1

j=i+1



Klasyczne metody iteracyjne
Metoda SOR — c.d.

— dla metody SOR dobieramy
— albo (‘do tytu’) M zi(D—a)F), N =£(a)E+(1—a))D)
0 0

XV = (D-owF)'[0wE+@1-0)DIX™ +(D-wF) wb

- T (X)) + (L— ) x®



Klasyczne metody iteracyjne
* Metoda SSOR
— Przyjmujgc A=D-E-F
e gdzie D jest macierzg diagonalng, E poddiagonalngi F
naddiagonalng

— dla metody SSOR dobieramy

1 )
M = w(z_w)(D—a)E)D (D — wF)

M2 = (D-wE)[wF +(1-»)DIX" + (D —wE) ' ab

X = (D-oF)[wE +(1-w)D]x"“"? + o(D-oF) " wb



Metody projekcji

W metodzie projekcji chcemy znalez¢
przyblizenie X rozwigzania X uktadu réwnan
AX=Db w postaci

XeX,+/C. < R", dimK =m<n

e tak, aby
b-AXL L <R", dim{ =m<n



Metody projekcji

Jesli zatozymy, ze KC = span{v.}

£ = span{w}

V=|v,...,V]

i=1,...m"

W =[w,...,w_]

i=1...m?

todla X=X +VyeXx, +K warunek
ortogonalnosci b—AX L £ zachodzi wtedy i

tylko wtedy gdy W' Avy =W,

Jeéli macierzW' AV jest nieosobliwa, to
otrzymujemy

X=X, +Vy=%+VW"'AV) "W 'r,

oraz ...



Metody projekc;ji

* 'prototypowg’' metode projekciji:

dopdki metoda nie zbiega

wybierzﬁc 1 [:
wybierz bazy V =[V1 ..... \" ], W Z[Wl

r =b— Ax,
oblicz vy: WTAvy :WTI’
X=X, +Vy

X, =X
koniec petli



Metody projekc;ji

* Okazuje sie, ze macierz\\l " AV jest nieosobliwa dla
dowolnych baz Wi V przestrzeni Ki L
jesli spetniony jest jeden z nastepujgcych warunkow:

* A jest dodatnio okreslonai =L
 Ajest nieosobliwai £ =AK



Metody projekc;ji

Przyktad 1D
* Dla jednowymiarowej metody projekcji zatozymy, ze:
JIC=span{v}, L =span{w}
* Szukamy
X=X+aV
tak,aby p-AX L L < r—aAv Ll w
czyli - (r,w)
(Av,w)

 Metoda najwiekszego spadku (Steepest Descent)
 Metoda najmniejszego residuum (Minimal Residual MINRES)

 Metoda najmniejszego residuum w kierunku najwiekszego spadku
(Residual Norm Steepest Descent)



Metody projekcji

Metoda najwiekszego spadku (Steepest Descent)

* Niech A bedzie macierzg symetryczng, dodatnio okreslong,
V=r, W=r

dopdki nie ma zbieznosci

r =b— Ax,
__ (N

(Ar,r)
X=X, +ar

koniec petli

W kazdym kroku X minimalizuje funkcje
f (X) :” X — X, ”2 _ (A(X _ X*) X — X*) w przestrzeni wszystkich
A ’

wektorow postaci X, + ad |, przy czym d = =V{ jest kierunkiem najwiekszego
spadku (steepest descent), ajest X, doktadnym rozwigzaniem uktadu réwnan.



Metody projekcji

Metoda najmniejszego residuum (Minimal Residual MINRES)
 Niech A>0, v=r, w=Ar
dopdki nie ma zbieznoSci
r=b— Ax,
- (Ar,r)
(Ar, Ar)
X=X, +ar

koniec petli

W kazdym kroku X minimalizuje wektor residualny

f(x)=|b—AX, =|r;



Metody projekcji

Metoda najmniejszego residuum w kierunku najwiekszego
spadku (Residual Norm Steepest Descent) o
_ 2

* Dla macierzy A nieosobliwej v=A'r,w= Av, mamy & = 1AV P
2

I, =b— AX,

dopdki nie ma zbieznosci

v=A'r
2
v
oblicz Av, &= | ”22
I Av]f;
X=X, +tav
F=r,—aAv

koniec petli

~ 2
* W kazdym kroku X minimalizuje wektor residualny f (X) = Hb — AXH2
szukajac minimum w kierunku —V
* Metoda jest rownowazna metodzie najwiekszego spadku dla rownan normalnych

A" Ax=A"b



Metody Krylowa

Definicja metody

* Metody Krytowa sg metodami projekcji na
podprzestrzen Krytowa

K. (A1) =spa{r,, Ar,, A’r,,..., A" 1.}, 1, =b — AXx,
* Metody te réznig sie podprzestrzeniami £,

 Metody znalezienia bazy ortogonalnej
* Ortogonalne metody projekcji na przestrzen Krytowa
* Ukosne metody projekcji na przestrzen Krytowa



Metody numeryczne
Kwadratury
IT, WIMIIP

Danuta Szeliga

AGH Krakéw



Spis tresci
o

Spis tresci |

© Spis treici

© Pojecia podstawowe

© Sformutowanie zadania

@ Zbieznoé¢ ciagu kwadratur
© Kwadratury interpolacyjne
@ Kwadratury Newtona-Cotesa
@ Kwadratury Gaussa

© Metoda Monte Carlo



Pojecia podstawowe
o

Pojecia podstawowe

Zagadnienia
@ Obliczanie catek oznaczonych funkcji rzeczywistych jednej zmiennej

@ Obliczanie catek niewtasciwych, przyblizone catkowanie funkgji
majacych osobliwosci

@ Obliczanie catek wielokrotnych

o Catka oznaczona. Niech f - funkcja okre$lona i ograniczona na
odcinku [a, b]. Catka oznaczona Riemanna funkcji f na [a, b],

b
J f(x)dx, nazywamy granice sum
a

n

5, = Z (X1 — xi) (%) (1)

i=0

gdzie a = xg < x1 < ... < Xp41 = b jest dowolnym podziatem
odcinka [a, b] takim, ze Jfnax |xit1 — xi| = 0 przy n — oo,
sn

% € [xi, xit1] sa dowolnymi punktami pogrednimi.



Sformutowanie zadania
0000

Sformutowanie zadania |

e W wielu przypadkach, nawet jesli znana jest postac analityczna
funkcji pierwotnej F dla funkgcji f, to przy obliczaniu catki na
podstawie podstawowego twierdzenia rachunku catkowego:

| = j f(x)dx = F(b) — F(a), warto$¢ prawej strony moze by¢

Jedynle aproksymowana numerycznie
2
@ Przyktad: obliczanie catki f%

1
Funkcja pierwotna jest F(x) = 000%0;11 istad | = %&ﬁm Te znana

wartos¢ catki musimy teraz wyrazi¢ numerycznie. Doktadnosé
wyniku zaleze¢ bedzie od doktadnosci obliczen potegowania 270-0001

@ Funkcjonat liniowy, ktérym jest catka, oznaczamy przez I

b

I(F) = / F(x)dx

a



Sformutowanie zadania
0000

Sformutowanie zadania Il

@ Zadanie przyblizonego obliczania catek to aproksymacja funkcjonatu
| innymi, prostszymi do obliczania funkcjonatami. W praktyce znamy
funkcje podcatkowa f i ewentualnie jej kolejne pochodne. Wobec

b

tego catka [ f(x)dx przyblizana jest funkcjonatami Q postaci:
a

ZAIOf XIO +ZA/17C X/l +. +ZAlkf X/k ( )

Funkcjonat Q to kwadratura liniowa,
wspétczynniki A; ; to wspdéfczynniki kwadratury,
punkty X;; to wezty kwadratury



Sformutowanie zadania
0000

Sformutowanie zadania Il

@ Bardziej ogdlna postac¢ dla Q:

b

L(F) = / p(x)F(x)dx

a

gdzie p to funkcja wagowa, nieujemna na odcinku [a, b], zerujaca sie
w nim w skonczonej liczbie punktéw i catkowalna, tzn.

b
J p(x)dx < oo

o Najczesciej stosowane kwadratury korzystajg jedynie z wartosci
funkcji f i maja postac:

Q(f) = Z Aif(x;) (3)

Mozna je uwazaé za uogdlnienie sum czesciowych Riemanna (1)
Kwadratury (3) maja 2n + 3 parametry: n, wezty Xo, X1, ..., X, |
wspdtczynniki Ag, A1, ..., A,, ktére musza zostaé okreélone.



Sformutowanie zadania
0000

Sformutowanie zadania IV

Kwadratura rzedu n

Definicja. Méwimy, ze kwadratura Q jest rzedu n, jesli jest doktadna dla
wszystkich wielomianéw stopnia mniejszego od n, Q(w) = I,(w) dla
w € W,_; oraz istnieje wielomian stopnia n, dla ktérego Q(w,) # I,(wn,)




Zbiezno$¢ ciggu kwadratur
(1 1J

Zbieznos¢ ciggu kwadratur |

@ Rozpatrzmy ciag kwadratur @Q,, n=0,1,...:

Qu(F) = 3 AP F(xi) @)

b
przyblizajacych catke I,(f) := [ p(x)f(x)dx.

@ Zaktadamy, ze dane s3 nieskonczone macierze tréjkatne weztéw x,-U)

i wspbtczynnikéw A,g) definiujace ciag (4):

XéO) AE)O)
X(gl) Xl(l) Agl) A(ll)
XéQ) X1(2) X2(2) AEQ) A(12) Ag2)



1 Zbiezno$¢ ciggu kwadratur K
(1 1J

Zbieznos¢ ciggu kwadratur |l

Twierdzenie

Ciag kwadratur (4) jest zbiezny dla dowolnych funkcji f ciagtych na
odcinku [a, b]

, b
; (m e (MY
n||—>mooZOAi f(x; )—/p(x)f(x)dx

wtw, gdy:
(a) ciag (4) jest zbiezny dla dowolnego wielomianu
oraz
(b) istnieje taka stata K, ze dla n =0, 1, ... zachodzi nieréwno$¢

n
S oIAY < Kk
i=0

Whioskiem z tego twierdzenia jest nastepujace twierdzenie:




Zbiezno$¢ ciggu kwadratur
(1 1J

Zbieznos¢ ciggu kwadratur Il

Twierdzenie

Jezeli wszystkie wspétczynniki A,(.") ciagu kwadratur (4) s3 nieujemne, to
warunkiem koniecznym i wystarczajagcym zbieznosSci tego ciagu dla
dowolnych funkcji ciagtych na odcinku [a, b] jest jego zbiezno$¢ dla
dowolnych wielomianéw.




Kwadratury interpolacyjne
000000

Kwadratury interpolacyjne |

o Kwadrature postaci Q(f) = Z Aif(x;) mozna otrzymaé przez
=0

catkowanie wielomianu lub funkcy sklejanej interpolujacej funkcje
podcatkowa

@ Przyktad. Funkcje f przyblizamy wielomianem interpolacyjnym
Lagrange’'a opartym na weztach a i b:

x—b X —a

f() = Li(x) = f(a)S—5 + F(b) ;—

Catkujac wielomian L; otrzymujemy kwadrature

Qf) = I(Ll):/b(f(a)::z—i-f(b)z:z) < (5)
b—a b—a

Metoda nosi nazwe metody trapezéw - interpretacja, geometryczna



Kwadratury interpolacyjne
000000

Kwadratury interpolacyjne Il

fx)

a b X

o Przyktad. S; - naturalna funkcja sklejana stopnia pierwszego z
weztami a = xp < x1 < ... < xy = b interpolujaca funkcje f. W
kazdym z przedziatéw [x;, x;+1] funkcja Sy okreslona jest jako:

f(xi+1) — (i)

Xi+1 — Xi

S1(x) = f(x) + (x = xi)



Kwadratury interpolacyjne
000000

Kwadratury interpolacyjne Il

Catkujac S; otrzymujemy kwadrature

N—1 Xit1
o) =1(5)= " [ si(x)x (6)

i=0

Xi

Nt x,+1 — x, Xi+1 — Xi
f(x;) + Tf(xx-&-l)

i=0

Interpretacja geometryczna - przyblizanie pola trapezu
krzywoliniowego suma pdl trapezéw o wysokosciach xj11 — X; i
podstawach f(x;), f(xi11)



Kwadratury interpolacyjne
000000

Kwadratury interpolacyjne 1V

X=a X X, X3 Xva  Xv=b X

e Kwadratura (5) to kwadratura interpolacyjna.
Kwadratuta interpolacyjna to kwadratura otrzymana przez
catkowanie wielomianéw Hermite'a (w szczegdlno$ci Lagrange'a)
funkcji podcatkowe;j f.
Wielomian interpolacyjny Hermite'a H, = H, r jest jednoznacznie
okreslony warunkami:

HY (x;) = f9(x;) i=0,1,...,k, j=01,....,m—1
k

gdzie x; to ustalone wezty o krotnosci m; i > m; = n+ 1.
i=0



Kwadratury interpolacyjne
000000

Kwadratury interpolacyjne V

Spetnia on réwnanie:
f(x) = Hnr(x) + r(x) (7)

gdzie r(x) jest resztg wzoru interpolacyjnego.
Catkujac réwananie (7) otrzymujemy

b b

[ ) 1ax = [ px)H (e + /b p()r(x)dx  (8)

a a

Kwadratury interpolacyjne sa wiec postaci:
Q(f) = Ip(Hn.r) (9)

Reszta jest postaci:
R(f) = Ip(r) (10)



Kwadratury interpolacyjne
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Kwadratury interpolacyjne VI

i moze by¢ wyrazona jako:

b
R(f):/p(x)p,,+1(x)f[x0,xl,...,xn,x]dx (11)
gdzie
k
,Dn+1 H X — X/ (12)
i=0

Jezeli f € C[';+b2], to reszte mozna zapisaé jako:

b
1

W/ PP ()FTI(E())dx  (13)

a

R(f) =

@ Mozna pokazaé, ze kwadratury interpolacyjne oparte na weztach o
tacznej krotnosci n + 1 s3 rzedu co najmniej n+ 1.



ne Kwadratury Newtona-Cotesa |
o000 [

Kwadratury Newtona-Cotesa |

Kwadratura Newtona-Cotesa
b

Kwadraturg Newtona-Cotesa przyblizajaca [ f(x)dx jest nazywana
a

kwadratura postaci:

Q(f) = I(Ln)
gdzie L, jest wielomianem interpolacyjnym Lagrange'a funkgcji f opartym
na rébwnoodlegtych weztach xo = a,x; =a+h,...,x,=a+nh=0>b

Dla weztéw réwnoodlegtych wielomian L,, jest postaci

Lo(x) = Ly(a+ th) Z f(x;)

j=0
J#i

gdzie x; = a+ih, i=0,1,...,n, h:=(b—a)/n



y Newtona-Cotesa

Kwadratury Newtona-Cotesa I

Catkujac prawa strone réwn. (14) otrzymujemy kwadrature
Q) = Aif(x)
i=0

ze wspdtczynnikami A; okre$lonymi jako:

n tfj
Ai=h dt
/H i—j (15)
o /=0

i

Mozna sprawdzié, ze A; = A,_;



Kwadratury Newtona-Cotesa IlI

@ Przyktad 1. Wzér trapezéw

Dla n = 1 weztami kwadratury s3 krance przedziatu xo = a, xy = b
Obliczamy wspétczynniki

1

Ao = (b—a) [ ELdt = 252
0
1

Ay = (b—a) [ =0dt = 252
0

Kwadratura Newtona-Cotesa dla n =1 jest réwna

b—a

Q) = (1) = 7

(f(a) + £(b))

OtrzymaliSmy tzw. wzdr trapezéw



Kwadratury Newtona-Cotesa |V

@ Przyktad 2. Reguta Simpsona
Dla n = 2 weztami kwadratury sa xo = a, x = 252, x, = b
Obliczamy wspotczynniki

Ao = ? (t=1)(t=2) 4o b—a

2
Ofm 6
2
_ b-a —0)(t—2 _ 4(b—a)
A= b2 J ((Lo;gfz))dt =4 6 :

Az = Ao
Otrzymali$my kwadrature Newtona-Cotesa postaci

b—a a+b

<f(a) + 4f( 5 )+ f(b)>

Q) = I(L2) =

ktéra nazywana jest wzorem parabol lub wzorem Simpsona
Mozna pokazaé, ze kwadratury Newtona-Cotesa oparte na n+ 1 weztach
sa rzedu
e n+ 2 dla n parzystych
@ n+ 1 dla n nieparzystych



Kwadratury Gaussa |

@ Pytanie: jaki jest maksymalny rzad kwadratury opartej na ustalonej
liczbie weztéw?

@ Niech @ - kwadratura oparta na dowolnych weztach xg, x1, ..., Xk 0
k
dowolnych krotnosciach m;, i =0,1,...,k, > m; =n+1:
i=0
my— 1 my — 1 Ilef].
= 32 A0+ 32 AafO(a) o X A
j=0
(16)

W klasie takich kwadratur szukamy kwadratury o maksymalnym
rzedzie przyblizajacej funkcjonat liniowy

b
() = [ pLOfx)ax



Kwadratury G,
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Kwadratury Gaussa Il

@ Mozna pokazaé, ze rzad kwadratury (16) jest co najmniej taki, jak
rzad kwadratur interpolacyjnych opartch na n+ 1 weztach

= Poszukiwanie kwadratury o maksymalnym rzedzie mozna ograniczy¢
do kwadratur interpolacyjnych



Kwadratury G,
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Kwadratury Gaussa Il

@ Niech Q(f) = I,(Hy,f) - dowolna kwadr. interpol. oparta na weztach
o tacznej krotnosci n + 1. Korzystajac z wiasnosci wielomainu
interpolacyjnego Hermite'a mozna zapisa¢ réwnos$¢:

F(x) = Har(x) + Pat1(x)g(x) (17)

gdzie
Prr1(x) = (x = x0)™ (x — x1)™ ... (x — xi)™

a wiec wezty kwadratury sa pierwiastkami wielomianu pp1.
Catkujac réwnos¢ (17) dostajemy:

Ip(f) = Q(Hn,r) + R(f)

gdzie reszta kwadratury jest réwna

b
/ P(x)Pn+1(x)g(x)dx



Kwadratury G,
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Kwadratury Gaussa IV

i moze by¢ interpretowana jako iloczyn skalarny (ppy1,8) w
przestrzeni L][a, b].
@ Ze wzoru (17) wynika, ze jedli f jest wiel. stopnia m, to g jest tez

wielomianem, a jego stopien jest réwny m — (n+ 1)

= Znalezienie kwadratury o maksymalnym rzedzie, czyli dla
wielomianéw mozliwie wysokiego stopnia, sprowadza sie do
wyznaczenia wielomianu p,1 ortogonalnego do wielomianéw jak
najwyzszego stopnia. Rozwigzaniem tego zadania jest n + 1-szy
wielomian ortogonalny na przedziale [a, b] z waga p. Jest on
prostopadty, tzn. (pp+1,£) = 0, do wszystkich wielomianéw g
stopnia mniejszego od n+ 1, astad m— (n+1) < n+ 1, czyli
m < 2n+ 1. Biorac p%H stopnia 2n + 2 dostajemy:

0= Q(P%ﬂ) #* I(P:%H) >0
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Kwadratury Gaussa V

e W ten sposéb pokazali$my, ze kwadratura postaci (16) o
maksymalnym rzedzie, réwnym 2n + 2, jest kwadratura
interpolacyjna, ktérej weztami sa pierwiastki n + 1-szego wielomianu
ortogonalnego na przedziale [a, b] z waga p. Taka kwadratura
nazywana jest kwadraturg Gaussa. Mozna pokazaé, ze jej wezty s3
rzeczywiste, jednokrotne i lezg wewnatrz przedziatu catkowania [a, b]

o Kwadratury Gaussa s3 wiec postaci:
n
Q) =D Aif(x)
i=0

Wspétczynniki A; mozna wyznaczy¢ z wzoru (15) dla kwadratur
interpolacyjnych. Mozna dowies¢, ze wspdtczynniki te sa réwne:

1Pl
A = 18
a0 PLoa(a)Pa() (18)

gdzie ay jest wspdtczynnikiem przy najwyzszej potedze k-tego
wielomianu ortogonalnego, Px = axx + ...
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Kwadratury Gaussa VI

Mozna tez pokazaé, ze wspoétczynnik A; sa réwne

I S (19)

S (Bu(x)?
k=0

gdzie Py sq wielomianami ortonormalnymi
Wynika stad, ze wspdtczynniki kwadratur Gaussa sa dodatnie

e Twierdzenie. Mozna pokaza¢, ze dla dowolnego przedziatu [a, b] i
funkcji wagowej p ciag kwadratur Gaussa jest zbiezny do catki

b

[ Gpx)x

a

dla wszystkich funkgji f ciagtych na [a, b].
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Kwadratury Gaussa. Reszta

Reszta kwadratury Gaussa R(f) = I,(f) — Q(f)

Mozna dowie$¢, ze jesli f € C[2"j]2, to reszta kw. Gaussa jest réwna

b

f(2n+2)
G / PP ()dx, &€ (a,h)
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Kwadratury Gaussa. Wykorzystanie |

b
e Aby méc stosowaé kw. Gaussa dla przyblizania catek [ p(x)f(x)dx

a
musimy zna¢ pierwiastki odpowiednich wielomianéw ortogonalnych

o Koszt wyznaczenia samych weztéw (pierwiastkéw odpowiedniego
wiel. ortogonalnego) moze by¢ na tykle duzy, ze stosowanie
kwadratur Gaussa staje sie nieoptacalne

@ Przedziat catkowania nie ma znaczenia = mozna zastosowacd
zamiane zmiennej w catce

o Pytanie: Jak kwadrature okreslona na przedziale [a, b] zastosowa¢ do
obliczenia kwadratury zdefiniowanej na przedziale [c, d]
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Kwadratury Gaussa. Wykorzystanie |l

o Stosujemy liniowa zamiane zmiennej:

x=at+pf
stad
t“zl(x—ﬁ)7 dx = adt
o
Jesli
a_b—a ﬁ_ad—bc
T d-c¢’ T d-—c

to odcinek a < x < b jest przeprowadzany na odcinek ¢ < t < d.
Wynika stad réwnosé

/b p(x)f(x)dx = a/d v(t)g(t)dt

gdzie
g(t) = f(at+B)
v(t) = p(at + B)



Kwadratury Gaussa. Wykorzystanie Ill
o Witasno$¢ liniowej zmiany zmiennej w catce mozna wykorzystaé do
obliczania tych samych kwadratur dla réznych przedziatéw
catkowania:
o Niech kwadratura Q(f) =

EA f(x;) spetnia réwnanie
i=0

b
/P(X)f(X)dX = Q(f) + R(f)

a

Z Blg tl

o Kwadrature Q przeksztatcamy w kwadrature Q

ktéra spetnia zaleznosé
d

/V(t)g(t)dt = Q(g) + R(g)

gdzie

oraz

Kwadratury G.



Kwadratury G.

Kwadratury Gaussa. Wykorzystanie 1V

o W przypadku symetrycznej funkcji wagowej, tzn. spetniajacej dla
x € [0, 252] réwnanie

Pl = p(T 0 )

wezty kwadratury Gaussa sa potozne symetrycznie wzgledem $rodka
przedziatu catkowania [a, b], a wspétczynniki A; i A,—; sa sobie
rowne.
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Kwadratury Gaussa. Przyktad |

Przyktad. Wykorzystanie wielomianéw Legendre’a na przedziale [—1, 1]
3
do obliczenia catki [ g(t)dt z funkcja wagowa v(t) = 1, wykorzystujac
2
kwadrature Gaussa oparta na czterach weztach
e Uwaga: wielomiany Legendre'a s ortogonalne z waga 1 na tym
przedziale — konstruujemy pomocnicza kwadrature przyblizajaca

1
catke [ f(x)dx, a nastepnie dokonujemy liniowej zamiany zmiennej
-1
o Korzystamy z zaleznosci rekurencyjnej dla wielomianéw Legendre'a
Py i obliczamy:

5 3 35 30 3
P3(x) = §X3 = 5% Pa(x) = §x4 - §X2 + 3

o Wezty kwadratury, czyli pierwiastki Py, sa réowne:

—xp = x3 = |/ BH2Y30 ~ 0.86113

—x1 = xp = \/ 1572430 ~ 0.33998
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Kwadratury Gaussa. Przyktad Il

@ Z réwnania (18) mozna wyznaczy¢ wspédtczynniki kwadratury:

35 2
A = i%
3 Pa(xi)Ps(xi)
skad otrzymujemy:
Ao = A3 (18+\/7) ~ 0.34785
Al = Az 6(16— \/—) ~ 0.65214

@ Skonstruowana pomocnicza kwadratura @ Gaussa-Legendre'a
spetnia zalezno$¢



Kwadratury Gaussa. Przyktad Il

e Podstawiajac t = 3(x +5) i przyjmujac f(x) = g(3(x + 5))
otrzymujemy poszukiwang kwadrature Q, dla ktérej zachodzi
rownosc:

Kwadratury G.

0O000000C



Elementy statystyki - przypomnienie

Rozktad prawdopodobienstwa
Dystrybuanta
Funkcja gestosci prawodpodobienstwa

Wartos$¢ oczekiwana

Wariancja (odchylenie standardowe)



Elementy statystyki - cd |

@ Dystrybuanta F. Niech P bedzie rozktadem prawdopodobienstwa
zmiennej x. Funkcja F : R — R jest dystrybuanta rozktadu P gdy

F(x) = P{(=o0,x]}

o Funkcja gestosci prawodpodobieristwa f (gesto$¢ zmiennej losowej)
to funkcja o nastepujacych wtasnosciach:

b
v f(x)=0 /f(x)dx:l
x€[a,b]

o Jezeli dystrybuanta F ma gesto$¢, to

X

F(x) = / F'(x)dx

— 0o



Elementy statystyki - cd Il

@ Funkgji gestosci prawdopodobienstwa f uzywamy do okreslenia
prawdopodobienstwa zdarzenia, ze zmienna x przyjmie warto$¢
pomiedzy x a x + dx:

P{x <x < x+dx} = f(x)dx

@ Majac funkcje gestosci prawdopodobienstwa f mozemy okresli¢
zwiazek z dystrybuanta rozktadu F:

F(x) = /X f(x)dx

o | okredli¢ prawdopodobienstwo

X2

X1



Elementy statystyki - cd Il

@ Wartos¢ oczekiwana zmiennej losowej x

@ Wariancja zmiennej losowej x
o*(x) = ((x = ())°) = (x*) = (x)?

@ Odchylenie standardowe



Elementy statystyki - cd IV

o Jezeli ciagg liczb {x;} = {x;: i =1,..., N} stanowia zmienne losowe
o funkgji gestosci prawdopodobienstwa f(x), to estymatorem
warto$ci oczekiwanej p(z) zmiennej losowej z(x;) jest $rednia z
préobki

1N
Z = N Z z(x;)
i=1

@ Wariancja wtedy jest réwna

1 N
@) = o E -

]

1 N WANRS
it itn)



Elementy statystyki - cd V

@ Miara rozrzutu zmiennych losowych z; wokdt wartosci Sredniej jest
odchylenie standardowe

@ Zauwazmy, ze Z jest réwniez zmienng losowa powstata ze zmiennych
z;, przy czym kazda z nich ma taka sama wariancje
Stad odchylenie standardowe $redniej
1< 1 & 1
o?(z) =0° (N ;z,) = > (2) = NU2(Z)

i=1

| do oszacowania tego odchylenia mozna uzy¢ o(z)




Metoda Monte Carlo |

@ Zadanie: wyznaczy¢ warto$¢ oczekiwang zmiennej losowej z = z(x),
bedaca funkcja wektora zmiennych losowych x =[x, X2, . . . , Xp]

@ Rozktfad prawdopodobienstwa zmiennej losowej z opisany jest
funkcja gestosci rozktadu g(z)

/ g(z(x))dz = 1

— 00

@ Natomiast rozktad prawdopodobienstwa wektora x opisany jest
funkcja gestosci f(x)
f(x)dx =1
%
@ Stad warto$¢ oczekiwana (z) jest réwna

[ee]

(z) = / zg(z)dz = / z(x)f(x)dx

— 00 \V4



Metoda Monte Carlo Il

@ Metoda Monte Carlo szacowania wartosci catki

N
= / z(x)f(x)dx = % Zz(x)

%

e Btad powyzszego oszacowania




Metoda Monte Carlo IlI

o Najczesciej obszarem catkowania jest podzbiér przestrzeni RM. W
takim przypadku catke mozna zapisaé¢ z wykorzystaniem funkgji
charakterystycznej zbioru 1y, V C Q

| = /z(x)f(x)dx: /lv(x)z(x)f(x)dx
% Q

gdzie

| 1 jezeli xeV
1v(x) _{ 0 Jjezeli x¢ V

@ Obliczanie catki metoda Monte Carlo

I:/z(x)dx:/ v(x)z ZZN; v(x)z(

% Q

o Dla obliczen zaktadamy, ze funkcja gestosci prawdopodobienstwa jest
stata w Q
o Efektywnos$¢ metody zalezy wielkosci obszaru Q w stosunku do V/



Metoda Monte Carlo. Przyktad |

Zadanie: wyznaczy¢ pole
powierzchni obszaru S
n - liczba punktéw wewnatrz

obszaru S
N - liczba wszystkich punktéw w
obszarze Q
5:/1d2x:/1\/d2x
v Q

i _

ZHO
2\3




Metoda Monte Carlo. Przyktad |

Zadanie: obliczy¢ warto$¢ catki

/dX1/dX2/dX3/ /dX5 g(x1, x2, X3, Xa, X5)

gdzie g = /x1 + X2 + x3 + x4 + X5
@ Obliczamy catke metoda trapezdéw

1

[ ey = l“”;“” 5> f(y,-)] Yo=0,y,=1

i=1

Itrap =h 4 wj Wi wi ng(Xia){thaX/aXm)
i k=0 1=0 m=0

o
—
o

1
1 Y i7j7k7/7m:O,n
h=— Wijkim=1q2
1 i7j7k7/7m:1,2,...,n—1



Metoda Monte Carlo. Przyktad Il

@ Obliczamy catke metoda Monte Carlo
QY
— E — A° —
/Mc—N’;lg(X) Q—A, A=1

gdzie X = [Xq, X2, X3, X4, Xs] jest wektorem zmiennych losowych



Metody numeryczne
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Spis tresci

© Spis treici

© Aproksymacja

e Przestrzenie unormowane

@ Sformutowanie zadania

© Przestrzen unitarna. Algorytmy ortogonalizacyjne

@ Aproksymacja w przestrzeniach unitarnych
@ Aproksymacja Sredniokwadratowa

@ Aproksymacja jednostajna

© Aproksymacja Padego



Aproksymacja
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Aproksymacja |

Aproksymacja, inaczej przyblizanie funkcji
Intuicyjnie:

0.7 T T T T
0.6 v, i
05 b

03 a™ 1

01 1




Aproksymacja
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Aproksymacja |l

@ Przyktad
Aproksymacja danej funkgji inna,
"prostsza" funkcja, np. numeryczne
obliczanie wartosci funkgji
standardowych, takich jak e*, cos x.
Rozwigzaniem moze by¢ przyblizanie
funkcji sumami cze$ciowymi ich
rozwinie¢ w szereg Maclaurina, czyli
aproksymaqa €* wielomianem

wp(x) = Z X,, przy czym zada sie,

=0
aby byta spe’mlona nierbwnos¢

a e — <
oy 1<l <<

gdzie [a, b] to przedziat, w ktérym przyblizamy eX, e to zadana

doktadnosc.

1200

1000

800




Aproksymacja
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Aproksymacja IlI

@ Przyktad
Rozwigzywanie zagadnien fizycznych. Jesli znamy charakter funkgji
f opisujacej problem fizyczny, to mozemy wybra¢ klase funkcji U,
ktérymi bedziem przyblizaé f. Jesli dodatowo znamy wartosci f(x;)
w skonczonej liczbie punktéw x;, i =1,..., N, np. z pomiaru, to w
takim przypadku czesto poszukuje sie takiego przyblizenia h* € U,
n
dla ktérego wyrazenie > (f(x;) — h*(x;))? przyjmuje mozliwie

i=1

najmniejsza wartos¢.
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Aproksymacja IV

Z przytoczonych przyktadéw wynika, ze zadanie aproksymacji moze by¢
réznie formutowane:

o W klasycznym przypadku dla danej funkcji f sposréd ustalonej klasy
funkcji poszukujemy funkcji g, ktéra w okresSlonym sensie przybliza
najlepiej funkcje 7
albo

@ Wyznaczenie, mozliwie niskim kosztem, przyblizenia g funkcji f z
zadana doktadnoscia
albo

@ Zadanie aproksymacji catej klasy funkcji (zamiast tylko jednej
funkgji) funkcjami innej klasy.



Przestrzenie unormowane
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Przestrzenie unormowane |

Przestrzen liniowa unormowana. Przestrzen liniowa V' nazywamy
unormowang, jesli okreslona jest w niej funkcja zwana norma, ktéra
kazdemu elementowi f € V' przyporzadkowuje liczbe rzeczywista ||f|
taka, ze

(@) [Ifll=0; [fl[=0 & f=0

(b) [efl] = laf [[f]]

() [If +gll = lIf][ + llgll
dla dowolnych elementéw f,g € ViaeR

Przyktady przestrzeni liniowych unormowanych

@ (.4 - Przestrzen funkcji ciagtych na przedziale [a, b] z norma jednostaja
||fH = max \f(x)\ Jest to przestrzen nieskoniczenie wymiarowa.
x€la

Podprzestrzemq nieskonczenie wymiarowa tej przestrzeni jest np. przestrzen
wielomianéw. Wielomiany stopnia nie wyzszego niz n tworza przetrzeh n+ 1
wymiarowa. Jedna z baz tej podprzestrzeni, oznaczang jako W,, jest uktad

wielomianéw postaci: 1,x,x2,...,x".



Przestrzenie unormowane
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Przestrzenie unormowane ||

o C- przestrzen funkcji ciagtych o okresie 27, w ktérej norma jest zadana jako
[Ifll = max [f(x)|= e \f(X)\
—oo<x< o0

Podprzestrzen liniowa wymlaru 2n + 1 tej przestrzeni tworza wielomiany
trygonometryczne stopnia nie wyzszego niz n, czyli
n

tn(x) = ao + Z axcoskx + bysinkx
k=1

@ Na danym przedziale [a, b] niech p(x) bedzie funkcja nieujemna zerujaca sie w
b
tym przedziale na zbiorze miary zero i taka, ze fp )dx < co. Funkcja p

nazywana jest funkcja wagowa. Przez le,[a, b] oznaczamy zbiér funkgcji
mierzalnych na [a, b] i takich, ze fbf2(x)p(x)dx < o00. Przy tych zatozeniach

? b 1/2
przestrzen le,[a7 b] z norma réwna ||f|| = (f fz(x)p(x)dx> jest przestrzenia
liniowa unormowana. Jedna z jej podprzestr;eni stanowi zbiér wielomianéw.



Przestrzenie unormowane
(1 1]

Przestrzenie unormowane ||

@ Przestrzenia liniowa unormowana wymiaru N jest przestrzen lg N ktorej

elementami s3 uktady N liczb rzeczywistych f = (fi, f2,..., fy), a norma jest
N 1/2

definiowana réwnoscia ||f|| = Z f,.2p,- , gdzie p = (p1, p2, ..., Pn) jest
i=1

danym uktadem liczb dodatnich. W dalszych rozwazaniach elementy tej
przestrzeni bedziemy rozpatrywa¢ jako uktady N wartosci funkcji w ustalonych
punktach x;, tzn. f; = f(x;), i=1,2,... N.



e Sformutowanie zadania P

Zadanie aproksymaciji |

W rozwazaniach ograniczymy sie do oméwienia klasycznego zadania
aproksymacji liniowej.

Definicja zadania

Dla ustalonego elementu f € V/, gdzie V jest przestrzenia liniowa
unormowang, szukamy elementu h* € U, gdzie U jest podprzestrzenia
liniowa skonczenie wymiarowa, takiego, ze

If —h*l[ < [If —hl] VheU




e Sformutowanie zadania P
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Zadanie aproksymacji Il

Btad aproksymacji
Bfedem aproksymacji elementu f wzgledem podprzestrzeni U nazywamy
wielkos¢ ey(f) réwna

cu(F) = jof IIF = h|

a element h*, dla ktérego zachodzi réwnos¢ ||f — h*|| = ey(f)
elementem optymalnym.

Mozna pokazaé, ze jesli V jest przestrzenia liniowa unormowana, a U jej
podprzestrzenia liniowa skonczenie wymiarowa, to dla dowolnego
elementu f € V istnieje element optymalny wzgledem U.



ia Przestrzeh unitarna. Algorytmy ortogonalizacyjne
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Przestrzen unitarna

W przestrzeniach unitarnych zadanie aproksymacyjne ma proste
rozwigzanie.

Przestrzen unitarna

Przestrzen liniowa V' nazywamy unitarna, jesli jest w niej okreslona
funkcja zwana iloczynem skalarnym, ktéra parze elementéw f,g € V
przyporzadkowuje liczbe rzeczywista (f, g) spetniajaca nastepujace
warunki:

(@) (F,f)>0; (f,f)=0&Ff=0
(b) (f,g) =(g,f)

(c) (af + Bg, h) = a(f, h) + B(g, h)
Vf,g,h € Vi liczb rzeczywistych «, .




Przestrzen unitarna. Algorytmy ortogonalizacyjne
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Przestrzenie unitarne. Przyktady

@ Przestrzen L%[a., b] z iloczynem skalarnym zdefiniowanym jako:

b

(7.8) = [ Fx)ex)dx

a
@ Przestrzen /,f[a, b] z iloczynem skalarnym zdefiniowanym jako:

N

(f.g) =Y _ f(x)elx)p(x)

i=1

o Kazda przestrzen unitarna jest przestrzenia unormowana, jesli za

norme przyjmiemy ||f|| = +/(f, f).
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Ortogonalno$¢

Uktad ortogonalny

Jedli (f, g) = 0, to méwimy, ze dwa elementy s3 wzajemnie prostopadfe
(ortogonalne). Skoriczony lub nieskoficzony zbiér niezerowych elementéw

fi, fa, ..., fa, ... przestrzeni unitarnej nazywamy ukfadem ortogonalnym,
jesli dowolne rézne elementy sa wzajemnie ortogonalne: (fx, ;) = 0 dla
k # 1.

Jezeli dodatkowo (fk, fx) = 1, to uktad nazywamy ortonormalnym.
Przez ortogonalno$¢ elementu f do podprzestrzeni U rozumiemy jego
ortogonalno$¢ do kazdego elementu tej podprzestrzeni.

W przestrzeni unitarnej zachodzi twierdzenie Pitagorasa.




Przestrzen unitarna. Algorytmy ortogonalizacyjne
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Ortogonalno$é¢. Przyktad

Przyktad uktadu ortogonalnego: zbiér funkcji 1, cos x, sin x, cos 2x,
sin2x, ..., w przestrzeni L[20_27T] z funkcja wagowa p(x) = 1.
Normujac te funkcje, dostajemy uktad ortonormalny \/% cosx

cos2x  sin2x

.
NZIRVE
P "
;
e el :
b
it sin 2x fsqrt(pi)
05 0s
0 0
25 , 25
| |
1.5 1.5




Przestrzen unitarna. Algorytmy ortogonalizacyjne
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Metoda ortogonalizacji |

Dla dowolnego uktadu fi, f, ..., f, liniowo niezaleznych elementéw
przestrzeni unitarnej istnieje uktad ortogonalny g1, g, ..., g, taki, ze
kazdy z elementéw g; jest kombinacja liniowa fi, f, ..., f,, czyli nalezy do

przestrzeni rozpietej na tych wektorach.

Uktad ortogonalny kontruowany jest metoda ortogonalizacji
Grama-Schmidta (moG-S) i definiuje elementy g; jako:

g ="

S g - 1
fiz(gngj)f i=2,3,...,n




Przestrzen unitarna. Algorytmy ortogonalizacyjne
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Metoda ortogonalizacji |

Dla dowolnego uktadu fi, f, ..., f, liniowo niezaleznych elementéw
przestrzeni unitarnej istnieje uktad ortogonalny g1, g, ..., g, taki, ze
kazdy z elementéw g; jest kombinacja liniowa fi, f, ..., f,, czyli nalezy do

przestrzeni rozpietej na tych wektorach.

Uktad ortogonalny kontruowany jest metoda ortogonalizacji
Grama-Schmidta (moG-S) i definiuje elementy g; jako:

g ="

S g - 1
fiz(gngj)f i=2,3,...,n

Mozna zauwazy¢, ze dla kazdego i > 1 przestrzenie rozpiete na uktadach
wektoréw gi, g2, ...,8 i fi,f, ..., f; s identyczne, ale uktfad
g1,82,---,8 jest bazg ortogonalna tej przestrzeni, a uktad f1, f,..., f;
taka baza by¢ nie musi.
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Metoda ortogonalizacji Il

@ Zasadniczy koszt moG-S to koszt obliczenia W iloczynéw
skalarnych

@ moG-S dla dowolnej przestrzeni unitarnej moze dawaé duzy btad, a
sama analiza moze by¢ problematyczna. Dla otrzymania wynikéw o
praktycznym zastosowaniu, konieczna jest znajomos$¢ btedu
wytworzonego przy obliczaniu iloczynu skalarnego w konkretnej
rozpatrywanej przestrzeni
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Metoda ortogonalizacji Ill

W wielu przypadkach uktad g1, 8, ..., 8, otrzymany moG-S, moze by¢
daleki od ortogonalnego. Mozna algorytm poprawié poprzez:

@ wykonanie reortogonalizacji, tzn. ponowne wykonanie algorytm 1,
podstawiajac za elementy f; obliczone przyblizenia g;

albo
@ zastosowanie zmodyfikowanego algorytmu Grama-Schmidta
(zmoG-S):
for i< 1 step 1 to n do
8 <+ fi;
for j<i+1 step 1 to n do
(8i:fj)
| fi< 6~ Gap® |

lend for ‘

Koszt zmoG-S jest taki sam jak moG-S.

W przypadku przestrzeni unitarnych ZA rozwiazuje si¢ najczeéciej w przestrzeniach
Lf,[a7 b] i /5 @ funkcjami przyblizajacymi sa przewaznie wielomiany. Stad szczegdlnie
wazne s3 uktady ortogonalne wielomianéw, ktére znajduja zastosowanie w wielu

dziedzianch metod numerycznych.
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Ciagi wielomianéw ortogonalnych |

Ciag Py, Py, ..., Py, gdzie k =0,1,...,n jest wielomianem st. doktadnie
k, nazywamy:

@ ciagiem wielomianéw ortogonalnych na przedziale [a, b] z waga p,
jesli tworza one ukfad ortogonalny w przestrzeni le,[a7 b, tzn.

b
(P, P)) == /Pk(X)P/(x)p(x)dx =0 k#I, k,1=0,1,... (n <)
@ ciggiem wielomianéw ortogonalnych na zbiorze dyskretnym

X1, X2, ..., XN Z Waga p, jesli tworza one uktad ortogonalny w
przestrzeni /gN, tzn.

N

(P, P) = Pelxi)Pi(xi)p(xi) =0 k# 1.k, /=0,1,...n (n<N-1)
i=1

gdzie p(x;), i =1,2,..., N s3 liczbami dodatnimi.
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Ciagi wielomianéw ortogonalnych Il

Jak utworzy¢ ciag wielomianéw ortogonalnych?
Do konstrukcji wielomianéw ortogonalnych nalezy zortogonalizowa¢ ciag
1,x,...,x" np. metoda G-S.
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Wtasnosci wielomianéw ortogonalnych |

Mozna pokazaé, ze
® w przestrzeni L3[a, b] lub /2 \ ciag wielomianéw ortogonalnych jest
wyznaczony jednoznacznie z doktadno$ciag do mnoznikéw liczbowych.
@ spetniona jest tzw. regufa tréjcztonowa. Wielomiany ortogonalne
Px(k =0,1,...,n) spetniaja zalezno$¢ rekurencyjna:

Pi(x) = (cux + Br)Pe_1(x) + wPr_2(x) k=1,2,....n
P_i(x):=0, Py(x):= ao

: 7O¢k(XPk 1,Pk—1)
gdzie oy = 7&0 Bk = PP
_ a (Pk 1,Pk—1)
’Vk**akkl(Pk 2Py a) 7£0 k=2,3,...,n, ax oznacza

wspdtczynnik wielomianu Py przy xx, Pr(x) = agx® + .. ..

Skoro wielomiany s3 wyznaczane z doktadno$cia do mnoznikéw
liczbowych, to wartosci ax mozna ustali¢ dowolnie, np. wzigé

ar =1, k=0,1,...,n, wtedy dostajemy ax = 1 i powyzsze wzory
maja postac:

(xPx—1, Px—1)

= P Pn) @
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WHtasnosci wielomianéw ortogonalnych |l

oraz
_ (Pio1,Pra)

W= 15—t

(Pk=2, Px—2)

Koszt algorytmu jest réwny kosztowi obliczenia dwdch iloczynéw
skalarnych (xPx—1, Pk—1) i (Pk—1, Pk—1) (iloczyn (Pk—2, Px—2) musiat
by¢ wyznaczony wczesniej dla Py_2). Znalezienie n wielomianéw
ortogonalnych z reguty tréjcztonowej wymaga obliczenia jedynie 2n — 2
iloczynéw skal h swhaniu z 202D G- gl G-S
ynéw skalaranych w poréwnaniu z > il. sk. w moG-S.

(3)

Mozna pokazaé, ze pierwiastki wielomianéw ortogonalnych w przestrzeni
[2[a, b] s3 rzeczywiste, jednokrotne i leza wewnatrz przedziatu [a, b].
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Przyktady uktadéw ortogonalnych |

@ Wielomiany Legendre’a definiowane wzorami

1 &

PO(X) = 17 Pk(X)_W@

(x> -1 k=1,2

gLy

sa wielomianami ortog. na przedziale [—1,1] z f. wagowa p(x) = 1.
Spetniaja zaleznoé¢ rekurencyjng postaci:

Pi(x) = 22xP 1 (x) = 52 P o(x) k=1,2,...
P()(X) =1

Mozna pokazaé, ze

Lk/2]

Pu(x) = Qik ; (1)k< ¢ > ( 2k 2i )X“i

1

[Pl = [ (Putx)2a =

-1

oraz

2
2k +1
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Przyktady uktadéw ortogonalnych [l

@ Wielomiany Hermite'a dane wzorem

e d
Hk(X) = (_1) e We_x

s3 ciagiem wiel. ortog. w przestrzeni Lf,(—oo7 +00) z funkcja

wagowa p(x) = e
Posta¢ jawna:

Lk/2] K )k—2i
Hi(x) = k! Y (—1)"”((2k )_ 27)

i=0
Reguta tréjcztonowa ma postac:

Hi(x) = 2xHyk—1(x) — (2k — 2)Hk—2(x) k=2,3...
Ho(X) =1
Hi(x) = 2x
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Przyktady uktadéw ortogonalnych Il

Norma jest réwna:

+oo

Il = [ e (Huto) e = VR2

— 00
o W przestrzeni Ig’N, przypadek, gdy f. wagowe p(x;) = 1, a punkty x;

definiujace il. skalarny (f, g) = E f(x))g(x;)p(x;) sa punktami

rownoodlegtymi. Bez straty ogolnoscn mozna zatézy¢, ze punkty leza

w przedziale [—1,1], czyli ze x; = 2,(\;:}) — 1. Ciagiem wiel.

ortonormalnych na zbiorze dyskretnym xi, X2, . .., Xy sa wielomiany
Grama Go, Gl, ey GN,1

N
_ [0 kA _
(G, G)) = Zl Gi(x) Gi(x1) = { 1 okl kI=01...N-1
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Przyktady uktadéw ortogonalnych IV

Spetniaja one zaleznos¢ rekurencyjna:

Gk(X)Z()ékXGk_l(X)+’yka_2(X) k=12,....N—2

gdzie
o= S -
Go(X):ﬁ Gfl(X):O

Dla k znacznie mniejszego od v/N wielomiany Grama Gy sa bliskie
wielomianom Legendre’a Py, a dla k istotnie wiekszych od v/N
wielomiany G, maja norme jednostajng w przedziale [—1,1], a ich
wartosci silnie oscyluja miedzy punktami x;.
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Przyktady uktadéw ortogonalnych V

@ Wielomiany Czebyszewa. Wielomiany Czebyszewa pierwszego
rodzaju defniowane s3 jako:

R X2_1)kz(x_ ) N

Dla |x| < 1 wielomiany Czebyszewa s3 postaci:

Ti(x) =2xTy_1(x) — Ty—2(x) k=2,3,...
To(X) = ]., Tl(X) = X

Dla |x| > 1 wielomiany Czebyszewa maja postac:

To(X) =1

Ti(x) = x

To(x) =2x2 -1

T3(x) = 4x® — 3x
Ta(x) =8x* —8x2 +1
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Przyktady uktadéw ortogonalnych VI

Wielomiany Czebyszewa stopnia parzystego sa funkcjami parzystymi,
a stopnia nieparzystego funkcjami nieparzystymi, tzn.
Tie(=x) = (=1)*Ti(x).
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Aproksymacja w przestrzeniach unitarnych

Przypadek ogélny

o W przestrzeniach unitarnych, gdzie norme definiujemy przez iloczyn
skalarny ||f|| = v/(f,f), mozna pokaza¢, ze jesli V jest przestrzenia
unitarna, U jej podprzestrzenia, a f dowolnym elementam z V, to
element h* € U jest optymalnym dla f wzgledem podprzestrzeni U
wtw, gdy f — h* jest ortogonalny do U

@ Interpretacja geometryczna:

fh*

]
Z_]
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Btad aproksymacji

Btad aproksymacji w przestrzeni unitarnej elementu f wzgledem
podprzestrzeni U jest réwny:

eu = |If = || = (IF1]7 = ||h*]%)*/?

co wynika z faktu, ze jesli h* jest optymalnym elementem dla f
wzgledem U, to f — h* jest ortogonalny do U, tzn., ze (f — h*, h*) =0, i
wiedzaé, ze jesli (f,g) = 0 to ||f + g||2 = ||f|]> + ||g||?, otrzymujemy:

IFI[2 = IIf = h* + h*|* = [|f — B[2 + [|h*]?
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Wyznaczenie elementu optymalnego h* |

o Jedli h* jest el. optymalnym, to f — h* jest ortogonalny do
podprzestrzeni U = jest ortogonalny do wszystkich el. f; dowolnej
bazy fi,f, ..., f, podprzestrzeni U

= zachodzi réwnoé¢ (f — h*, ;) =0, czyli (h*, ;) = (f,f;) dla
i=1,2,....n
n
@ h* mozna przedstawi¢ w postaci h* = >~ «;f;
j=1

= (h*,f;) =" oj(f;, f;) = (f, f;), co jest réwnowazne uktadowi n

Jj=1
réwnan liniowych z n niewiadomymi «;

al(ﬁ.7 fn) + a2(f27 fn) +...+ an(fm fn) = (fa 7fn)
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Wyznaczenie elementu optymalnego h* Il

Uktad nazywamy ukfadem réwnan normalnych, a macierz o
elementach (f;, f;) wymiaru n x n macierzag Grama uktadu
f,foy .. fo.

@ Konstrukcja h* opisang metoda wymaga obliczenia % iloczynéw
skalarnych dla lewej strony uktadu i n il. skalarnych dla prawej
strony. Koszt rozwigzania samego ukfadu to rzad ok. n® dziatan
arytmetycznych.

@ Obliczeniowo taniej i numerycznie doktadniej mozna wyznaczy¢ el.
h* jesli baza fi, f, ..., f, jest ortonormalna, czyli (f, f;) = 0kl =
uktad (4) jest macierza jednostkowa i ma rozwiazanie «; = (f, f;),
i=1,2,...,n Element h* jest wtedy postaci:

b= (f.f)f (5)

j=1
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Wyznaczenie elementu optymalnego h* Il

a btad aproksymac;i:

n

ev = If =1 = (11> = > (F, )% (6)

j=t

Konstrukcja h* z rébwnania 5 wymaga obliczenia jedynie n iloczynéw
skalarnych

Pytanie: czy lepiej rozwiaza¢ uktad normalny (4) czy
zortonormalizowaé baze podprzestrzeni U metoda G-S i wyznaczyé
h* ze wzoru 57 Koszt obu metod jest poréwnywalny, wybér zalezny
od wtasno$ci numerycznych obu metod.
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Przyblizenie f z zadanym btedem |

@ W zadaniach praktycznych czesto nie znajduje sie optymalnego
elementu h* dla elementu f, a jedynie przyblizenie f z btedem
mniejszym od zadanego = chcemy znalez¢ wielomian mozliwie
niskiego stopnia, ktéry bedzie przyblizat f z zadang doktadnoscia

@ Sformutowanie zadania. Niech fi, f,, f3, ... bedzie nieskonczonym
uktadem liniowo niezaleznym w przestrzeni unitarnej V. Definiujemy
ciag jej podprzestrzeni Uy, Us, Us, ... i niech baza U, beda elementy
fi, fa, ..., fy, zachodzi przy tym zaleznos¢ U, C U,y1. Dla elementu
f € V szukamy elementu h z U, mozliwie niskiego wymiaru, dla
ktérego btad aproksymacji spetnia warunek ||f — h|| <&, € > 0.

o Konstrukcja rozwiazania dla zadania sformutowanego powyzej

e Szukamy rozwiagzania h* dla f wzgledem podprzestrzeni
bLcbhCcUC...

o Jezeli znamy baze ortonormalna gi, g2, g3, . . . otrzymana mG-S, to
stanowi on tez baze dla odpowiednich podprzestrzeni U,



Aproksymacja w przestrzenia
[e]e]elele] I | Jeleelele]

Przyblizenie f z zadanym btedem Il

o Korzystajac ze zwiazkéw (5) i (6) otrzymujemy:

n

= (f.g)e (7)

=t

n

eu, = |IF = "Il = (IFIP = (F, &))" 8)

=t

Wspétczynniki «; = (f, g;) sa nazywane wspoétczynnikami rozwiniecia

Fouriera, szereg
> g (9)
j=1

to szereg Fouriera elementu f wzgledem uktadu ortonormalnego

81,82,83;- - -
Elementy optymalne h;; to n-te sumy czesciowe szeregu (9)
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Przyblizenie f z zadanym btedem Il|

@ Ze wzoru (8) wynika, ze zadanie ma rozwiazanie dla dowolnego

e >0, tzn., ze:

o]
lim £y,(f) = 0 < spetniona jest réwnos¢ ||f||> = > (£, g)?,
n—o00 =

zwana réwnoscig Parsevala
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Wyznaczanie h} |

@ Jesdli znamy ortonormalng baze g1, g», g3, ... przestrzeni V, to
rozwigzanie i btad aproksymacji mozna wyliczy¢ rekurencyjnie z
zaleznodci (7) i (8):

hy = h, 1+ (. 8n)&n
2 _ 2

ey, =€, — (&)  n=12...
i s =0, ey, :=||f]|-

@ Jezeli znany jest tylko ukfad liniowo niezalezny fi, f, f3,. .., to
wyznaczamy kolejno elementy g, uktadu ortonormalnego mG-S i
elementy optymalne h}:
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i *
Wyznaczanie h; Il

h:=0

EUp2 f:2||fH2

€ i=¢€

n:=0

for n:=n+1 while €y,2 > €2 do
gn:=fn

for j:=1 to n—1 do
&n ‘= &n — (fn;gj)gj

&n = gn/|lgnl|

h:=h+(f, gn)en

eup2 = €upz — (f, gn)?

@ Znaleziony element h = h* € U, spetnia warunki zadania, tzn.
If —hll <e

o Podprzestrzen U, moze zawiera¢ tez inne elementy spetniajace ten
warunek



Aproksymacja w przestrzenia
0000000000 ee

Przyktad |

W przestrzeni Lf,[O, 27r] z waga p(x) = 1 funkcje

1 cosx sinx cos2x sin2x
Vor N om oym T T
tworza uktad ortonormalny.
Definiujemy cigg podprzestrzeni U; C U, C Us. .. biorac jako baze U, n
poczatkowych funkgji tego uktadu. Dla n = 2m + 1 - nieparzystych, U,
jest przestrzenia wielomianéw trygonometrycznych st. nie wyzszego niz n.

Szereg Fouriera elementu f wzgledem ukfadu (10) - wczedniej omawiany,
ma postac:

(10)

ao +Z(ak cos kx + by sin kx) (11)
k=1
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gdzie
1 27
0= / F(x)dx (12)
0
2
1
ax = — [ f(x)cos kxdx
m
0
1 2m
by = — [ f(x)sin kxdx k=1,2,...
7r
0

Dla dowolnej funkcji L2[0,27], p(x) = 1, szereg (11) jest zbiezny do f.
Jego sumami czeSciowymi (wielomianami trygonometrycznymi) mozna w
przestrzeni Lf,[O, 27], p(x) =1, aproksymowa¢ kazda funkcje z dowolna
doktadnoscia.
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Dla n nieparzystych elementami optymalnymi dla f wzgledem U, s3
zgodne ze wzorem (7) wielomiany trygonometryczne

m
tr(x)=ao + Z (ak cos kx + by sin kx)
k=1

o wspdtczynnikach okreslonych (12).
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Aproksymacja $redniokwadratowa wielomianami
@ Aproksymacja funkcji w przestrzeni Lf,[a7 b] nazywana jest
aproksymacja Sredniokwadratowa
@ Aproksymacja funkcji w przestrzeni /57,\, nazywana jest aproksymacja
sredniokwadratowa dyskretna
Zatozenie: przyblizamy funkcje wielomianami
Element optymalny dla funkcji f wzgledem podprzestrzeni W,
wielomianéw stopnia nie wyzszego niz n, czyli wielomian w;;, dla ktérego
zachodzi réwnos¢:
f—wi|l= inf ||f—
IF = w3l = inf If — wl

gdzie

(F(x) = w(x))?p(x)dx)?  dla L2[a, b]

—o

(
IF = wll =

M=

[
—

(FOa) = wxi)?p(x)  dlalyy
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nazywamy n-tym wielomianem optymalnym w sensie aproksymacji
$redniokwadratowej z funkcja wagowa p odpowiednio na przedziale [a, b]
lub na zbiorze dyskretnym xi, x2, ..., Xn.

o W przypadku aproksymacji Sredniokwadratowej dyskretnej stopien n
wielomianu aproksymujacego moze by¢ réwny co najwyzej N — 1.
Dla n < N — 1 zadanie nie ma jednoznacznego rozwiazania, dla
n = N — 1 rozwigzaniem jest wielomian interpolacyjny Lagrange’'a

@ Dla n> N — 1 btad aproksymacji jest réwny 0

@ Dla wyznaczenia n-tego wielomianu optymalnego mozna stosowaé
metody dla ogdlnego przypadku aproksymacji w przestrzeni unitarnej
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Dla funkcji f szukamy n-tego wielomianu aproksymujacego w sensie
aproks. $redniokw. z waga p(x) = 1 na przedziale [0, 1].

@ Sposéb 1. Baza podprzestrzeni W, niech beda wielomiany

2 n
1ox, x5, ..., x".

Uktad réwnan normalnych ma postaé:

ap(1,1) +ag(x, 1) + ...+ an(x",1) = (f,1) (13)
ap(Ll,x) + ar(x,x) + ...+ a,(x",x) = (f,x)

gdzie wyraz macierzy aj; jest réwny:

1
ajj = (x’fl,xﬁl) = /x’flefldx =
0
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Macierz uktadu (13) jest tzw. macierza Hilberta Hyi1 = =,
ktéra jest b. zle uwarunkowana.
Dla niewielkiego stopnia n wskaznik uwarunkowania
cond(H,) = [[H,||2 - ||H; }||2 sa b. duze, to znaczy, ze niewielkie
zaburzenie elementéw macierzy lub wektora prawej strony uktadu
moga przenie$¢ sie na zaburzenia rozwigzania z bardzo duzym
mnoznikiem, rzedu cond(H,11).
@ Sposéb 2. Na podstawie wzoru (5). Wymaga znajomosci bazy
ortonormalnej podprzestrzeni W,
o Baza ortonormalna moze zostaé¢ wyznaczona moG-S
o Na podstawie reguty tréjcztonowej
= Otrzymujemy baze Py, Pi, ..., P,, a nastepnie na podstawie (5)
otrzymujemy postaé n-tego wielomianu optymalnego w;:
wi(x) =Y (F,P)P; (14)

i=1

e Zawsze nalezy pamieta¢ o mozliwych btedach numerycznych!
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Dla funkcji f(x) = \/x szukamy drugiego wielomianu optymalnego w
sensie aproks. $redniokw. z waga p(x) = x na przedziale [0, 1], tzn. dla
f(x) = v/x € L3[0,1], p(x) = x, szukamy elementu optymalnego
wzgledem podprzestrzeni W,.
Rozwiazania.
I. Baza dla W5: wielomiany 1, x, x2.
Obliczamy elementy a;; macierzy ukfadu réwnah normalnych:

1
. . T 1
a; = (x' X 1):/x’ L xdx = ——
I+
0

Analogicznie obliczamy sktadowe prawej strony (x'~1,/x)
Otrzymujemy uktad réwnan:

1 1 1
501 + 300 + 703 =
1 i1

S IS P
ZOél + 50(2 + 60{3 =

OINNINCTIN



Aproksymacja w przestrzenia

Przyktady - cd Il

Rozwiazaniem jest oy = &, oz = &, a3 = — . Drugi wielomian
optymalny dla f(x) = y/x jest réwny:

. 8 8 8 ,
wi (x) = £+?X_ ﬁx
. moG-S ortogonalizujemy baze 1, x, x:
g =1
g3:X2_%gl_%g2:X2_gx+l%
Nastepnie te baze normalizujemy, tzn. gy := Hg:ll’

|lg«ll == \/(&«, g«):

g1=\ﬁ
82 =6x—4
g3 = V6(10x? — 12x + 3)

000



Aproksymacja w przestrzenia
000

Przyktady - cd Il

Dla wyznaczenia wy korzystamy z réwnania (14) i otrzymujemy:

w5 (x) = (v/x, g1)g1(x) + (v, g2)g2( )+ (Vx, g3)g3(x)
= 2V2g1(x) + £ &2(x) — 2o/ 285()

[1l. Z reguty tréjcztonowej

/D_]_:O7 PO:1
Px = (x + Bk)Pk—1 + 7k Pk—2 k=12,...

gdzie wspdtczynniki Sk iy« dane s3 réwnaniami (2) i (3),
wyznaczamy wielomiany Po =1, Py i P, ortogonalne w L2[0,1] z
waga p(x) = x

Obliczamy kolejno:

dla k=1: py = LR — 2 s34 P = (x — 2) Po

F/’g %)) (P1,P1)
(xPL.P1) _ 8 _ _
dlak=2: = Pllpll) =—xin= (P; P;) = 18’ stad

Pi= (-~ 4) A1 Py



Aproksymacja w przestrzenia
000

Przyktady - cd IV

Dalej postepowanie jest takie samo jak w rozwiazaniu nr |l:

normalizujemy Py, Py, P2, tzn. Py = HI;:H' i wyznaczamy wielomian

optymalny w3 ze wzoru (14):

w; = (v/x, Po)Po + (v/x, P1)P1 + (Vx, P2) P2

Uwagi:
e Standardowa baza 1, x,x?,...,x" daje b. czesto Zle uwarunkowane
uktady réwnan normalnych
@ Dla ciggdédw wielomianéw ortogonalnych P, wspétczynniki tych
wielomianéw w bazie 1, x,x2,..., x" szybko rosng wraz z n, np.
trzynasty wielomian Czebyszewa ma juz dwa wspédtczynniki
pieciocyfrowe

@ Lepsze rezultaty daje zastosowanie reguty tréjcztonowej



Aproksymacja jednostajna |

@ Aproksymacja jednostajna = aproksymacja w przestrzeni Cr funkgcji
o wartoséciach rzeczywistych ciagtych na zbiorze F C R¥, zwartym
(czyli domnknietym i ograniczonym) z norma jednostajna
zdefiniowang jako:
fll = f
1711 = max | ()

Mozna pokazaé, ze dla dowolnej funkcji f € Cg istnieje element
optymalny h* wzgledem dowolnie skonczenie wymiarowej
podprzestrzeni U C Cg

Problem jednoznacznosci i konstrukcji elementu optymalnego nie
jest rozwigzywalny tak prosto jak dla przestrzeni unitarnych.
Mozna pokaza¢ przyktady funkcji i przestrzeni skonczenie
wymiarowych wzgledem ktorych istnieje kilka réznych elementéw
optymalnych.

Jednoznaczno$¢ rozwiazania jest charakteryzowana tzw. wfasnoscia
Haara



Aproksymacja jednostajna Il

o Jednoznacznos¢ rozwiazania. Definicja. Podprzestrzen liniowa
U C Cr skofczonego wymiaru n spetnia warunek Haara (ma
wiasno$¢ Haara), jezeli kazda funkcja z U, nie réwna tozsamosciowo
zeru, znika co najwyzej w n — 1 punktach zbioru F.

e W przypadku aproksymacji funkcji f € ([, 5 wielomianami, element
optymalny dla f wzgledem podprzestrzeni W, jest nazywany n-tym
wielomianem optymalnym dla f na odcinku [a, b].



Przyktad |

Przestrzen liniowa wielomianéw trygonometrycznych

to(x) = a0 + Z (ak cos kx + by sin kx)
k=1

stopnia m nie wiekszego od ustalonego n jest podprzestrzenia wymiaru
2n + 1 przestrzeni C funkji ciagtych o okresie 27
Rozpatrzmy funkcje na odcinku [0,27 —¢], C = Cio,2r—<]- Dla
dowolnego £ < 27 ta przestrzen spetnia warunek Haara.
Jak to pokazaé? Korzystamy ze wzoréw Eulera:
ix\k —ix\k ix\k —ix\k
cost:%, sinkX:—%i

Po podstawieniu i przeksztatceniach otrzymujemy:



Przyktad Il

gdzie

An—k + ibp_x dlak=0,1,...,n—1
Ck = 2ag dlak=n
Ak—p — ibk_n dlak=n+1,n+2,...,2n

Zera wielomianu t,(x) s3 réwne zerom funkcji w(e’), gdzie
w(t) :== Y 2nc,tk
k=0

Wielomian w(t) zeruje sie w co najwyzej 2n réznych punktach t = e
Funkcja e™ = cos x + isin x jest r6znowarto$ciowa na odcinku [0, 27 — 5]
= wielomian t,(x) ma w tym przedziale co najwyzej 2n réznych zer x.

iX) k



Warunek Haara |

@ Mozna pokazaé nastepujace twierdzenie. Dla dowolnej funkgcji
f € Cr istnieje doktadnie jeden element optymalny wzgledem
skonczenie wymiarowej podprzestrzeni U < gdy podprzestrzen U
spetnia warunek Haara

@ Z powyzszego wynika, ze zadanie jednostajnej aproksymacji funkgji
ciagtej wielomianami algebraicznymi lub trygonometrycznymi
ograniczonego stopnia ma jednoznaczne rozwigzanie



Warunek Haara Il

Réwnowaznos¢ warunkéw

Wtasno$¢ Haara n-wymiarowej podprzestrzeni U C Cg jest réwnowazna
kazdemu z warunkéw
(a) Dla dowolnych réznych punktéw xi, xo,

oo Xn, (X # X dla i # ) ze
zbioru F i dowolnej bazy fi, fp,

..., I, podprzestrzeni U wyznacznik

fl(Xl) fz(Xl) f,-,(Xl)
Aimder | ) Bl) o o)
A(xn) flxn) .. fa(xn)

jest rézny od zera.

(b) Dla dowolnych réznych punktéw xi, Xa, . .., Xn, (X; # x; dla i # j) ze
zbioru F i dowolnych liczb rzeczywistych yi, y», ..., y, istnieje w U

doktadnie jeden element w spetniajacy warunki interpolacyjne
w(x;))=yidlai=1,2,...,n




Twierdzenie o alternansie

Twierdzenie Czebyszewa o alternansie

Niech Cr bedzie przestrzenia funkgcji ciagtych na zbiorze zwartym

F C [a,b], a U jej podprzestrzenia liniowa wymiaru n. Funkcje z U s3
okreslone i ciggte na catym odcinku [a, b] i spetniaja w nim warunek
Haara.

Funkcja h* jest dla f elementem optymalnym wzgledem U, tzn.

f —h*|| = inf [|f — h|| = inf max |f(x) — h
I = Bll = jnf IIF = hll = jnf max |£(x) — h(x)

wtw gdy zbiér F zawiera co najmniej n + 1 punktéw xg,
a<x3 <xp<...<Xpr1 < b takich, ze dla statego z, z=1 lub

z=—1,dla k=1,2,...,n+ 1 sa spetnione réwnosci
F(xk) = b (x) = (=1)*2||f — h| (15)
Zbiér punktéw xi, X2, . .., Xs1+1, W ktérych réznica f — h* przyjmuje

maksymalna wartos¢ ze znakami na przemian dodatnim i ujemnym,
nazywamy alternansem.




Wyznaczanie elementu optymalnego

Element optymalny dla f € Cr, F C R.

Rozwazmy przypadek (najprostszy), w ktérym F jest zbiorem n+ 1
punktdéw x1, X2, ..., x,11. Niech U bedzie n wymiarowa podprzestrzeniag
Cr,afi,f,... f, bazg U.

Element optymalny h* dla f wzgledem U mozna przedstawié jako

kombinacje liniowa:
=3 aif;
i=1

Z tw. Czebyszewa o alternansie w tym przypadku alternans stanowi caty
zbiér F = warunki (15) mozna zapisa¢ jako uktad n+ 1 réwnan liniowych:

a1 fi(xk) + aofa(xk) + ... + anfa(xk) + (—1)"25—:U(f) = f(x«)
k=1,2,....,n+1

z n+ 1 niewiadomymi aq, ag, ..., an, zey(f).

Macierz tego uktadu jest nieosobliwa, potrzebne s3 metody
rozwigzywania liniowych uktadéw réwnan w ogdlnym przypadku.
W niektérych przypadkach mozna uprosci¢ obliczenia.



Przyktad |

@ Niech F = {x1,x2,...,Xn+1} - podprzestrzen w,_; wielomiandw
stopnia co najwyzej n — 1

e g - dowolna funkcja okreélona na F taka, ze g(xx) = (—1)* dla
k=1,2,...,n4+1

e Funkcji g uzyjemy do zapisu warunku (15) w postaci:

fOxk) — h*(x) = g(x)zeu(f),  k=1,2,...,n+1  (16)

gdzie h* € W,_4
o Korzystamy z faktu, ze iloraz réznicowy jest funkcja liniowa oraz, ze
il rézn. rzedu n wielomianu st. n — 1 jest réwny zeru. Otrzymujemy
wtedy:
flx1, %2, -y Xny1] = glx1, %0, - - -, Xpr1]zeu(f)
o Do wyznaczenia g[xi, xo, . . ., Xpt1] s3 potrzebne tylko wartosci
g(xx), ktdre sg znane. Stad:

o f[X17X2, e 7X,,.H]

f) =
Z€U( ) g[X17X27~"7Xn+1]




Przyktad Il

o Wstawiajac powyzsze zaleznosci do réwnosci (16) i biorac dowolne n
sposréd nich otrzymamy uktad n warunkéw interpolacyjnych =
mozna jednoznacznie wyznaczy¢ wielomian h*. Jego wspdtczynniki
Newtona mozna obliczy¢ alg. ilorazéw réznicowych.



Aproksymacja Padego |

Zadania aproksymacyjne z funkcjami nie tworzacymi przestrzeni
liniowych

Przyktadem moga by¢ funkcje wymierne postaci

pr(x)  ax* 4+ ...+ aix + ag
= = 17
rkI(X) q/(X) b/Xl + ...+ b1X + bO ( )

Z wielomianéw (17) korzysta aproksymacja Padego

f(x) = Z cjx!
j=0

bedzie rozwinieciem Maclaurina aproksymowanej funkcji f, tj.
f9(0
G = j!( )
Przyblizeniami Padego funkcji f sa nazywane funkcje wymierne (17)
tak konstruowane, aby przy danych ki /, w punkcie x = 0 wartosci

funkcji f i riy oraz mozliwie wielu ich pochodnych byty réwne.

Idea: niech



Aproksymacja Padego - cd |

o Zakfadamy, ze funkcja ry jest nieredukowalna (px i g; nie maja
wspdlnego dzielnika réznego od statej)

@ Funkcja ry ma by¢ okre$lona w x = 0 = wspét. by réwny g;(0) nie
moze znikaé

@ Przemnozenie przez dowolng, te sama liczbe wielomiandw py i g; nie
zmienia ry, stad mozna przyja¢ by = 1

@ Funkcja ry jest okre$lona przez N + 1 = [ + k + 1 wspdtczynnikdw.
Mozna je tak dobraé, aby wartosci f i ry oraz ich pierwszych N
pochodnych byty réwne w punkcie x = 0. Warunkiem
wystarczajacym na to jest znikanie w rozwinieciu funkcji fq; = px
wspétczynnikéw przy x/ dla j = 0,1,..., N. Stad otrzymujemy
uktad zaleznosci pomiedzy znanymi wspét. ¢; a szukanymi b; i a;:

/
> en-mjbj=0 (m=0,1,...,N—k=1; G=0 dla j<0; bp=1)
j=0

(18)



Aproksymacja Padego - cd Il

I
3= Gonby (j=0,1,...ki by,=0 dla n>1) (19)
j=0

Jesli tylko wyznacznik

Ck—I4+1 Ck
Ck to Ck+1-1

jest rézny od zera, to uktad (18) ma jednoznaczne rozwiazanie. A
znajac wspét. b; mozna obliczy¢ a; ze wzoru (19).



Przyktad aproksymacji Pade |

o Btad aproksymacji Pade:

o . l . k .
Sax! Y bix' = > apx!
i=0 =0 i=0

f(x)—ru(x) = S
Z b,'Xi
i=0

@ Warunki aproksymacji beda spetnione wdwczas, gdy spetniona
bedzie réwnosé

00 i k oo
(Z C;Xi)(Zb,'Xi) — ZB,’Xi = Z d,'Xi (20)
i=0 i=0 i=0 i=k+I1+1

to znaczy, jeéli znikna wszystkie sktadniki dix’ dla i < k+/+1



Przyktad aproksymacji Pade Il

@ Wyznacz aproksymacje Pade ry

ap + arx

"2 T X + box?

dla funkgji f(x) = €* w zerze.
Mamy: k =1, | = 2. Rozwijanmy funkcje e* w szereg MacLaurina
dla k + 1+ 1, czyli 4 wyrazéw i otrzymujemy

1
) G ==

COZ].7 C:L:].7 Cy = 6

~ N

| dostajemy réwnanie (na podstawie (20)

1 1 e .
1+x+ §X2 + 6X3)(1 + bix + box?) — (ap + a1x) = Z dix'
i=0



Przyktad aproksymacji Pade Ill

co jest rébwnowazne uktadowi réwnan

dozl—aO:O
d1:b1—|—1—31:0
dho=by+by+35=0
d3:b2+%b1+%:0

po rozwigzaniu otrzymujemy funkcje aproksymacji Pade

1+%X
riz(x) = 12yt 12
3 6



Podsumowanie

Definicja aproksymacji
Przestrzenie unormowane
Przestrzen unitarna, algorytmy ortogonalizacyjne

Aproksymacja w przestrzeni unitarnej = aproksymacja
$redniokwadratowa

Aproksymacja jednostajna

Aproksymacja funkcjami wymiernymi



Metody numeryczne
Réwnania rézniczkowe zwyczajne

IT/10, WIMilP

Danuta Szeliga

AGH Krakéw



Spis tresci
o

Spis tresci |

© Spis treici
© Réwnania rézniczkowe
e Zagadniene poczatkowe Cauchy'ego

@ Metody réznicowe
@ Metoda Eulera

© Metody jednokrokowe

© Zbieznoé¢ i rzad metody

@ Metody Rungego-Kutty

© Metody jawne i niejawne

e Uktady réwnan wyzszych rzedéw

@ Uktady réwnan zwyczajnych pierwszego rzedu



Réwnania rézniczkowe
o

Réwnania rézniczkowe

Wiekoszosé¢ zjawisk we wszystkich dziedzinach nauk Scistych i
przyrodniczych opisywana jest réwnaniami rézniczkowymi, a w
szczegblnosci s3 to:

@ réwnania Maxwell'a w fizyce
réwnania ruchu harmonicznego w mechanice
réwnania dyfuzji, przeptywu ciepta
réwnania odksztatcania ciafa

stany nieustalone w obwodach elektrycznych (elektronika)

e 6 66 o o

warunki sterowalnosci uktadu (automatyka)



Zagadniene poczatkowe Cauchy’ego
(1111 ]

Zagadniene poczatkowe Cauchy’ego |

@ Zagadnienie rozwigzywania réwnan rézniczkowych zwyczajnych
pierwszego rzedu, czyli réwnan postaci:

y'=f(xy) (1)

gdzie f - funkcja dwu zmiennych
e Funkcje y - y(x) okreslong i rézniczkowalna dla x nalezacych do
ustalonego przedziatu [a, b] nazywamy rozwigzaniem réwnania (1)
jesli
Y'(x) =f(x,y(x)) x€[ab] (2)
@ Réwnanie (1) moze mieé wiele rozwigzan, np. rozwigzaniem
réwnania y' = y jest kazda funkcja postaci y(x) = Ce*, C € R



Zagadniene poczatkowe Cauchy’ego
(1111 ]

Zagadniene poczatkowe Cauchy’ego Il

@ Narzucamy dodatkowy warunek dla zapewnienia jednoznacznosci
rozwiazania
o warunek poczatkowy
y(a) = ya 3)
i wtedy wraz z réwnaniem (1) nosi nazwe zagadnienia poczatkowego
lub zagadnienia Cauchy’ego dla réwnania pierwszego rzedu
lub
e warunek brzegowy
g(y(a),y(b)) =0 (4)
gdzie g jest dang funkcja dwédch zmiennych i wtedy wraz z
réwnaniem (1) nosi nazwe zagadnienia brzegowego



Zagadniene poczatkowe Cauchy’ego
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Zagadniene poczatkowe Cauchy'ego IlI

@ Rozwazmy zagadnienie poczatkowe

y' =1f(x,y) x € [a, b]
{ y(a) = ya )

@ Réwnanie (5) moze mie¢ jedno rozwiazanie, wiele rozwigzan lub by¢
sprzeczne



Zagadniene poczatkowe Cauchy’ego

Zagadniene poczatkowe Cauchy'ego IV

o Kiedy istnieje jedno rozwigzanie?

Twierdzenie

Jezeli f(x,y) jest funkcja ciagta zmiennej x dla x € [a, b] i spetnia
warunek Lipschitza ze wzgledu na y, tzn. istnieje stata L taka, ze dla
dowolnych rzeczywistych y1, y» i dla kazdego x € [a, b] jest spetniona
nieréwnosé

[f(x,y1) = f(x,52)| < L|y1 — yal (6)
to dla kazdego skorniczonego y, istnieje doktadnie jedna funkcja y(x)
ciagta i rézniczkowalna na [a, b] taka, ze

y'(x) = f(x,y(x)) oraz y(a) =y, (7)




Zagadniene poczatkowe Cauchy’ego
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Zagadniene poczatkowe Cauchy’ego V

o Najczesciej rozwigzanie zadania poczatkowego (5) wymaga uzycia
jakiej$ przyblizonej metody catkowania tego zadania. Dla obliczen
numerycznych, w zwiazku z btedami reprezentacji, zamiast zadania
(5) rozwiagzujemy zadanie postaci

= f(x,2) +0f(x) x € [a,b]
{ ( ):ya+5ya (8)

gdzie §f(x) i dy, sa niewielkimi zaburzeniami f i y,.
Jesli funkcja f spetnia zatozenia powyzszego twierdzenia, to zadanie
jest poprawnie postawione.



Metody réznicowe
@00

Metody réznicowe

@ Metody réznicowe wyznaczaja przyblizenia jedynie wartosci
rozwigzania y(x;) w pewnych punktach x; z przedziatu catkowania
[a, b]

@ Rozwazamy przypadki, gdy x; = a+ihdlai=0,1,..., N, gdzie
wielko$¢ h = (b — a)/N to krok catkowania

o Gtéwny postulat metod réznicowych: zbiezno$¢ wyznaczanych przez
nie przyblizen y; = y;(h) do odpowiednich wartosci y(x;), tzn.

(k) = y(x)

dla kazdego ustalonego x = a + ih



Metody réznicowe
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Klasy metod réznicowych |

e Metody jednokrokowe. Konstruuja ciag przyblizen y; ~ y(x;),
i=0,1,..., N zgodnie ze wzorem

{ yf+1ZYi+h¢f(Xi7yi) I:0717 (9)
Yo =VYa

gdzie funkcja ®r moze zaleze¢ od f nieliniowo
o Liniowe metody wielokrokowe. Zdefiniowane sa zalezno$ciami
aYitk + .- a1yir1 + aoyi = h(Bkfisk + ... + Bifir1 + Bof)

=0,1,...,N—k
0,1,....,k—1

i
Y = y;(h) J
(10)
gdzie f; = f(x;, y))
Jest to metoda k - krokowa, jesli ay # 0 oraz |ag| + |Bo| # O
o Jezeli funkcja ® z metody jednokrokowej (9) zalezy liniowo od f, to
metoda ta jest szczegdlnym przypadkiem zaleznosci dla metody
wielokrokowej (10) dla k=1, oy = 1,090 = -1, /1 = 0.



Metody réznicowe
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Klasy metod réznicowych Il

@ W obu przypadkach zagadnienie rézniczkowe jest przyblizane
réznicowym zagadnieniem poczatkowym

o W przypadku metod jednokrokowych do wyznaczenia kolejnego
przyblizenia y; wystarcza znajomo$¢ tylko poprzedniego y;_1.
Rozpoczynajac od znanej wartosci yy = y, mozna obliczyé yi, a
nastepnie dalsze y; , i =2,3,..., N

o W przypadku metod wielokrokowych przy wyznaczaniu y; korzysta
sie z k poprzednich wartosci y;_1, yi—2, ..., Yi—k. Poczatkowych k
przyblizen musi wiec by¢ danych (lub obliczonych inng metoda).



Metody réznicowe
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Metoda Eulera |

Sposobéw wyprowadzania metod réznicowych moze by¢ wiele
Niech x; = a+ih, i =0,1,...,N, h=(a?b)/N

Pochodna yo(x) przyblizamy ilorazem réznicowym pierwszego rzedu
opartym na weztach x i x + h

Niech x; = a+ih, i=0,1,...,N, h=(a— b)/N

Jesli funkcja f € C[la’b]xR, rozwigzanie y réwnania yo = f(x, y) jest

2 . . Pa s 7
klasy C[a7b] i ze wzoru Taylora z resztg otrzymujemy réwnosé

Y= LN ey cepoxen ()



Metody réznicowe
000000

Metoda Eulera Il

@ Poniewaz /() (v ()
y'(x) = f(x, y(x
L (1)
wiec w punktach x = x; zachodzi
Y (xi1) = f(Xiv1, y(xi41)) + & (13)
y(a) =y,
gdzie
1
&i| < Mah?, M, = max Il (14)

x€[a,b] 2
e Odrzucajac w réwnaniu (14) nieznane sktadniki g;, otrzymujemy
metode Eulera konstruujaca ciag przyblizen {y;}

{Yi+1:}/i+hf(xia}/i) I:O7137N_1
Yo =1Ya



Metody réznicowe

Metoda Eulera Il

@ Interpretacja graficzna

wartoéé rzeczywista
wartost rzeczywista

y1 wartoé¢ obliczona

(xoyol
\\_//

X

Yie1 wartos¢ obliczona

X Xir1



Metody réznicowe
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Przyktad réwnania rézniczkowego

@ Réwnanie przewodnictwa cieplnego

o Kula nagrzana do temperatury 1200 K schtadza sie do temperatury
otoczenia. Jezeli w procesie chtodzenia ciepto oddawane jest do
otoczenia tylko przez radiacje, to zmiana temperatury opisana jest

réwnaniem .
G =a(T"-8)
T0)=T,

o Jaka bedzie temperatura kuli po 300 sekundach chtodzenia?



Metody réznicowe
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Metoda Eulera. Btad

@ Globalny btad metody Eulera e; := y(x;)?y;
ei+1 = e + h(f(xi, y(xi)) — f(xi, yi)) + &, lgi| < Mah?  (16)

@ Mozna pokazaé, ze btad spetnia nieréwnosé
lei| < Mah(x; — a) < Ma(b— a)h (17)

A zatem btad jest proporcjonalny do h

@ Oszacowanie btedu mozna réwniez pokazaé wykorzystujac funkcje
Lipschitza E;(x) zdefiniowana jako

er=1 dla L+#0
= L 1
EL() { x dla L=0 (18)

Przy tych oznaczeniach mozna zapisa¢ oszacowanie btedu metody
Eulera w postaci

\e,-| S MQhE[_(X; — a) S Kh, K= MzE[_(b - a) (19)



Metody réznicowe
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Metoda Eulera. Modyfikacje

o Metoda Eulera (ME) jest wolno zbiezna
o Modyfikacje ME, szybciej zbiezne

o metoda Heuna (ulepszona metoda Eulera)
1
Yirr = Yi+ Sh(f(xi, yi) + f(xi + h,yi + hf (xi, v1))) - (20)

o zmodyfikowana metoda Eulera

1

1
h fi —hf iy Yi 21
Shoyi+ 5 hf (%) (21)

Yirr = yi + hf(x; +

o Obie modyfikacje, choé przyspieszajg zbieznoé¢, zwiekszaja
jednoczesnie przeszto dwukrotnie koszt jednego kroku metody



Metody jednokrokowe
o

Metody jednokrokowe

@ Metode Eulera i jej modyfikacje mozna zapisaé w postaci

{Yi+1:}/i+h¢f(xi7}/i;h) Xi:a+ih; I:O7177N_1
Yo =VYa

z réznymi funkcjami & = &¢(x, y; h)
W metodzie Eulera ®¢(x, y; h) = f(x,y)

o Zalezno$¢ (22) nazywamy ogdlna postacia metod jednokrokowych
o Funkcja @, zwana jest metoda lub funkcja przyrostu wzglednego

e Od funkgcji ® zalezy czy i jak szybko ciag {y;} jest zbiezny do
wartosci rozwigzania y(x)



Zbieznos¢ i rzad metody
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Zbieznos$¢ metody |

Definicja zbieznosci metody

Metoda @ jest zbiezna wtw, gdy dla kazdego réwnania y’' = f(x, y),
spetniajacego zatozenia zagadnienia poczatkowego, i dla kazdego
warunku poczatkowego y, zachodzi réwnosé

li =
PRt eL y(x)

gdzie y(x) jest rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego i x = a + ih

o Gtéwnym warunkiem koniecznym zbieznosci metody jest warunek
aproksymacji

e Méwimy, ze metoda aproksymuje réwnanie y’ = f(x, y) (inaczej, ze
jest z nim zgodna) wtw, gdy ®¢(x, y;0) = f(x,y) dla kazdego
x € [a, b], y € (—00,00)



Zbieznos¢ i rzad metody
0000

/biezno$¢ metody ||

e Dla réwnania rézniczkowego y’ = f(x, y) odpowiednikiem funkcji @
dla réwnania réznicowego (22) jest funkcja doktadnego przyrostu
wzglednego A = A¢(x, y; h) zdefiniowana nastepujaco:

z(x+h)—z(x) h=£0
Arleyih)i= { F(x,y) hi 0

gdzie z(t) jest rozwigzaniem zagadnienia poczatkowego
Z'(t) = f(t, 2(1)), 2(t) = y

(23)



Zbieznos¢ i rzad metody
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Rzad metody |

Rzad metody

Najwieksza liczbe catkowita p taka, ze dla kazdej funkcji f z pewnej
klasy F istnieje taka stata C = C(f) < oo, ze dla x € [a, b], dowolnych
rzeczywistych y i h € [0, ho] zachodzi nieréwnos¢:

|®¢(x, y; h) — Ar(x,y: h)| < ChHP (24)

nazywamy rzedem metody ® w klasie F.

@ F jest na ogdt klasa funkcji odpowiednio regularnych

o Przyktady

o W metodzie Eulera ®(x, y; h) = f(x,y). Jezeli funkcje A
rozwiniemy w szereg Taylora, to dla funkdji f(x,y(x)) € Cf, ;) takich,
ze % # 0 otrzymamy:

®(x,y(x);: h) = A(x, y(x); h) = O(h)

czyli metoda jest rzedu p = 1.



Zbieznos¢ i rzad metody
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Rzad metody Il

o Dla ulepszonej metody Eulera

O (e, y(x); ) = 3 A(F () + £ + oy + A (s, 1)
Korzystajac z rozwniniecia Taylora dla funkcji ® i A i obliczajac
®(x, y; h) — A(x, y; h) otrzymujemy, ze metoda jest rzedu p = 2.

o Teoretycznie, klasycznym sposobem okreslenia funkcji ® tak, aby
metoda byta rzedu p, jest przyjecie za ®(x, y; h) sumy czeSciowej
rozwiniecia Taylora funkcji A

p—1 . .

d'f W
Spfl(Xay; h) = E(Xy}’)m
Jj=0 '

Wtedy
®(x, y(x); h) — A(x, y(x); h) = %(X:y)(i)iipl)!

i metoda jest rzedu p.
Wadj takiego rozwiazania jest to, ze koszt jednego kroku metody
rzedu p na ogdt szybko ro$nie wraz ze wzrostem p.



Metody Rungeg
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Metody Rungego-Kutty |

o Klasa metod Rungego-Kutty (RK) jest zdefiniowana przez rodzine
funkcji ® postaci

r
q)(Xay; h) = Z Ciki
i=1
ki=ki(x,y;h) =f(x+h> bjy+> bjk) i=1,2,...,r
j=1 j=1
(25)
zaleznych parametrycznie od wielkosci ¢;, by, i,j=1,2,...,r

o Jezeli wszystkie by =0dla j >/, i=1,2,...,r to réwnania
definiujace wielkosci k; dla ustalonych x i y redukuja sie do postaci

i—1 i—1
ki=f(x+hY bjy+Y bjk) i=12...,r (26)
Jj=1 j=1

Stanowig one uktad zalezno$ci rekurencyjnych, liniowych ze wzgledu
na kolejne k;
Ten typ metod RK nosi nazwe otwartych (ang. explicit)



Metody Rungeg
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Metody Rungego-Kutty Il

@ Przy ustalonej liczbie r koszt jednego kroku metody (tzn. obliczenia
kolejnego y; ) jest réwny kosztowi obliczenia r wartosci funkgji f i
nie zalezy od wyboru parametréw c; , b;. Wielko$ci te dobiera sie
tak, aby przy ustalonym r rzad metody byt mozliwie najwyzszy
(wtedy metoda jest najbardziej efektywna).

e Mozna pokazaé, ze maksymalny rzad p(r) metody RK korzystajacej
z r wartosci funkcji f jest réwny p(r) = r.



Metody Rungeg
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Metoda RK czwartego rzedu |

@ Konstrukcja schematu RK dla r =4
o Metoda ® jest rzedu r, jesli

—1 A : r—1 : .
Bl b dif b ,
0 =D () T O(h)

*lxyih) = — o Y0 = 2 dxd )

@ Przyjmujac za j = 0,1, 2,3 otrzymamy metode rzedu 4
o Podstawiajac za ¢ funkcje

d(x,y; h) = Zc, (x,y; h)

gdzie k; s okreslone wzorem (26), dostajemy dla j =0,1,2,3
warunki na szukane wspétczynniki metody RK

. 4 .
. J
do(x,y;0) Zq@’k(x ,y:0) 1 df

o oh G+ D)idd )

i=1



Metody Rungeg
ocee

Metoda RK czwartego rzedu Il

4
Przyktadowo dla j = 0 jest to réwnos¢ > ¢; = 1.
i=1
@ Uwzgledniajac pozostate warunki otrzymuje sie nieliniowy uktad
réwnan, ktéry w ogdlnej postaci jest trudny do rozwiazania.

o Jej szczegdlnym przypadkiem jest tzw. klasyczna metoda RK
czwartego rzedu okre$lona wzorami:

O(x,y; h) = (ki + 2ka + 2ks + ks)

ki = f(x,y)
kng(x—k%h y+%hk1) (28)
ks = f(x + 3h,y + Lhko)

k4:f(x+h y+hk3)

o Ciag przyblizen konstruowany jest zgodnie ze wzorem

{ yi+1:yi+hq)f(xiv}/i;h)a IIO,].,.‘.,N (29)

Yo =1Ya
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Metody jawne i niejawne

@ Omédwione wczeéniej metody rozwigzywania réwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu byty tzw. metodami jawnymi

@ Metody jawne to metody, w ktérych kolejna wartos¢ funkcji y;i1
wyznaczana jest bezpos$rednio z réwnania:

Yit1 = F(X7yh.)/i,7"')

@ Metody niejawne to metody, w ktérych warto$¢ y; 1 wyznaczana
jest z réwnania postaci:

Yit1 = G(X7}/i+17)/i7"')

o Zalety i wady
o Metody jawne sg bardzo proste, obliczenia wymagaja stosunkowo
mato czasu, ale doktadnos$¢ wynikéw mocno zalezy od doboru
odpowiednio matego kroku
o Metody niejawne s3 na ogdét bezwarunkowo stabilne, czyli daja
prawidtowe wyniki niezaleznie od dtugosci kroku



Przyktad. Doktadnos¢ obliczen

Metoda Eulera

Rozpatrzmy réwnanie

y'=y(l-1), y(0)=1 (30)

Rozwigzaniem doktadnym jest réwnanie postaci

t2
= t— —
y eXp< 2)

Wykonajmy obliczenia metoda Eulera z krokiem h = 0.1 oraz h = 0.01.
Ponizej poréwnanie rozwigzan:




Przyktad. Niestabilno$¢ numeryczna

Rozpatrzmy réwnanie postaci:
y' =3y —4exp(—x), y(0)=1
Rozwiazanie doktadne jest postaci
y = exp(—x)

Dla warunku poczatkowego y(0) = 1 kazda metoda numeryczna
rozwigzywania réwnan rézniczkowych bedzie niestabilna:

1




Przyktad. Réwnanie sztywne

Rozpatrzmy réwnanie postaci

y' = —1000y, y(0)=2

Rozwiazanie dokfadne jest postaci: y = 2exp (—1000x) Rozpatrzmy
rozwigzania numeryczne metoda Eulera z ré6znymi krokami:

Problem: réwnanie wymaga bardzo matego kroku na poczatku, ale
pbzniej krok ten staje sie zbyt maty i nie mozna rozwigzaé zagadnienia
dla dtuzszego zakresu czasowego.

Whiosek: metody jawne maja problem z rozwigzywaniem réwnan
sztywnych. Rozwigzaniem jest zastosowanie metod niejawnych.



Niejawna metoda Eulera |

@ Ogdlny schemat niejawnej metody Eulera:

Vi1 = Yi + hf(Xit1, yiy1)

@ Koszt uzywania metody niejawnej: na kazdym kroku trzeba
rozwigzaé réwnanie (najczesciej nieliniowe):
Yier — hf (Xit1, yiv1) = yi
@ Przyktad. Rozpatrzmy ponownie réwnanie y’ = —1000y, y(0) =2
Stosujac niejawng metoda Eulera otrzymujemy:
Yi+1 = y¥i — 1000hy;11
Yo

| wyliczamy Yit1: Yi+1 = m albo Yi = m .
Przy tym rozwiazaniu biorac nawet h = 1 dostajemy y; = 2/1001'.



Niejawna metoda Eulera |l
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Uktady réwnan wyzszych rzedéw

@ Dane jest réwnanie nastepujacej postaci z warunkami poczatkowymi:

Y =y y)
— / (n—1) (31)
y(a)=a, y'(a)=a1, -+ .,y (a) = ap_1
o WprowadZzmy nowe zmienne postaci:

21 =Y, 22:)//7 7Zn:y(n_1)

e Uktad réwnan (31) zastepujemy uktadem postaci:

(y)/:y/ 21,_22
o) =y" Zh =1z
. :> o
(y(r=2)) = yln=D) Z, =12,
(VY = f(x,y, s,y Z=f(x,21,22,...,2y)



Przyktad

Uktady réwnan wyzszych rzedéw

Rozpatrzmy uktad réwnan:

y" + ky = f(t) i =2
y(0)=0 = zhy = —kz; + f(t)
y'(0)=1 7(0)=0, z(0)=1



Uktady réwnan zwyczajnych pierwszego rzedu J




Uktady réwnan zwyczajnych pierwszego rzedu |

@ Zagadnienie poczatkowe dla uktadu n réwnan zwyczajnych
pierwszego rzedu definiujemy nastepujaco

y =f(xy) xe€lab]
33
{ y(a) =y, (33)
gdzie f = (f1,f2, - ,f,) jest dang n-wymiarowa funkcja wektorowa

n+1 zmiennych x iy = (y1,¥2," " ,¥n)-

o Funkcje wektorowg y(x) = (y1(x), y2(x), - -, yn(x)) okreslong i
rézniczkowalng dla x € [a, b] nazywamy rozwigzaniem zagadnienia
(33), jedli

{ y(x)=f(x,y(x))  x€]lab]
y(a) =y.



Uktady réwnan zwyczajnych pierwszego rzedu Il

o Uktad (33) z warunkiem poczatkowym y(0) =y, nazywamy
sztywnym, jezeli dla kazdego x € [0, b] wartosci wtasne
As = as + ibs, s = 1,2, -, n macierzy Jacobiego

n

90 = | 5 v

1,r=0
spetniaja wiasnosci:

(a) as<0dlas=1,2,-
(b) §:=fma 1, gdZ|e Amax = max( 3s), amin = mm( as)
<s<n 1<s
o Wielko$¢ S nosi nazwe wspotczynnika sztywnosci

o Uktady sztywne sa czesto liniowe ze wzgledu na 'y, tzn.

y =Jy+g(x) (34)



Uktady réwnan zwyczajnych pierwszego rzedu Il

o Uktad (34) ma teoretycznie rozwigzanie postaci
y(x) = u1(x) + uz(x)

gdzie uj(x) jest pewna szczegblna catka (na ogdt tatwa do
n
wyznaczenia), a uz(x) = Y cswse®* | gdzie cs s3 wspétczynnikami
s=1
liczbowymi, ws wektorami wtasnymi macierzy J. Funkcja uz(x) to
funkcja dopetniajaca
@ Dla dostatecznie duzych x rozwigzanie mozna przyblizy¢
y(x) ~ u1(x), co wynika z warunku sztywnosci (a): uz(x) — 0,
X—>00
wiec réwnanie (34) catkuje sie tylko w takim przedziale, w ktérym
wartosci u(x) nie s3 jeszcze zaniedbywalne w stosunku do wartosci
uz(x)



Metody numeryczne

Rownania nieliniowe



Metody numerycznego znajdowania miejsc zerowych funkgji
jednej zmiennej

e Metoda iteracji proste;j.
e Metoda stycznych (Newtona).

e Metoda siecznych
e Metoda potowienia (bisekc;ji).
e Metoda fatszywej linii (regula falsi).

e Metoda Pegaza

* Metody znajdowania zer wielomianow



F(x*)=0
f (X) = ()( — X*) g (X) x* - pierwiastek pojedynczy

f (X) = (X — X*)n g (X) x* - pierwiastek wielokrotny rzedu n

y Pierwiastek wielokrotny
nieparzystego rzedu

Pierwiastek

. Pierwiastek wielokrotny
pojedynczy

parzystego rzedu




Twierdzenia

Twierdzenie 1.
Niech AiC"[a,b]. Wtedy x*1[a,b] jest pierwiastkiem n- krotnym f wtedy i tylko
wtedy gdy

SO (x*)=.. = (x*)=0 i fr)x*)'0,

Twierdzenie 2.
Jezeli x* jest pierwiastkiem n-krotnym fi f jest odpowiednio wysokiej klasy to x*
jest pierwiastkiem pojedynczym funkgji

g(x)=f(x)/f"(x).

Twierdzenie 3 (Bolzano).

Jezeli f jest ciggta w [a,b] i f(a)f(b)<0 to f ma przynajmniej jeden pierwiastek w
[a,b].



Ogodlny schemat metod iteracyjnego znajdowania zer funkcji

1. Przeksztatcamy rownanie f(x)=0 do postaci
x=f(x)
poprzez podstawienie
f(x)=x-g(x)f(x)
gdzie g jest funkcja ciggta i g'0.

Punkt x* taki, ze rownanie jest spetnione nazywa sie punktem stafym. Czesto postac x=f(x) rownania jest
jego postacia ,naturalng”; wtedy mowimy o metodzie iteracji prostej

2. Tworzymy ciag kolejnych przyblizen x(@,x(1), ... xP), .. (w zatozeniu zbiezny do x*) taki, ze
x(P+1=f(x(P))

gdzie x19 jest przyblizeniem poczatkowym. Taka procedura jest nazywana procedurq iteracyjng a funkcja
f funkcjq iteracyjng.

3. Procedure iteracyjng koriczymy, jezeli kolejne przyblizenia x* rdznig sie odpowiednio mato (zbieznos¢)
lub wykonalismy maksymalng zadang liczbe krokdw (brak zbieznosci).



Twierdzenia

Twierdzenie o istnieniu punktu statego
Rownania x=f(x) posiada przynajmniej jedno rozwigzanie w przedziale /=[a,b], jezeli
(i) fjest funkcja ciggta w |,
(ii) f(x)e! dla wszystkich x € I.

Twierdzenie o jednoznacznosci punktu statego

Rownanie x=f(x) posiada co najwyzej jedno rozwigzanie w przedziale I jezeli pierwsza
pochodna f jest w tym przedziale ograniczona w sensie Lipschitza, tj. istnieje taka stafa L, ze
dla kazdego x, i x, z przedziatu I mamy

| (x,)-F'(x,) | <L|x;=%,]|, 0<L<1

Jezeli f spetnia warunki zawarte w obu twierdzeniach, to rownanie x=f(x) ma jedno i tylko jedno
rozwigzania w / (istnienie i jednoznacznosgé).



Zbieznos¢ jednostajna

(0<f’(x)<1)
1
1 |
1 |
| 1 1
| | 1 1
1 1 1 >
x(0)  x(1) x(2) X

Zbieznos¢ oscylacyjna

&N"(xb-l)

x2 x@ x©

v

Rozbieznos¢ (|f'(x)[>1)

x(0) x(2) VERY

v

1 |
1 |
(I (I
1 1 1
|
1 ) 1
1] | I
|| |
1 1 1
(' 1 1
1] | 1 -
x(2) x(0  x(1)



Zbieznos¢ metody iteracyjnej

Metoda iteracyjna ma rzad zbieznosci r, jezeli

‘x(p”)—x*‘SM‘x(p)—xﬂr, 0<M <1

Numeryczne szacowanie rzedu zbieznosci

|Og‘x(p+l) _X(p)‘
r ~

~ dla odpowiednio duzych p

Metoda iteracji prostej jest najczesciej rzedu pierwszego



Metoda Newtona (metoda Newtona-Raphsona, metoda stycznych)

0=f(x*) = f(x@ +(x*=x))x £ (x@)+ (x*—x@) f(xO)

oo 1)

(p)
W (P _ 3 (P) _ f (x®)

Metoda Newtona jest zawsze zbiezna dla funkcji wypuktych i monotonicznych
(f’(x)=0 i f”(x)>0 dla kazdego x)

Metoda Newtona jest zbiezna kwadratowo dla pierwiastkdw pojedynczych, natomiast liniowo dla pierwiastkéw
wielokrotnych.



Ttumiona metoda Newtona
(pewniejsza zbieznos¢)

(p)
(P _ 5 (P) _ ok f(x®)

k jest najmniejszg liczbg catkowitg nieujemng taka, ze ‘ f (X(pﬂ)} < ‘ f (X(p)}

Zmodyfikowana metoda Newtona do znajdowania pierwiastkdw wielokrotnych

X(p+1) _ X(p) _ f (X(p)) jezeli znamy rzad pierwiastka r
. 2
(P _ () _ f(x®) f(x®)

f'(X(p) )2 ~ f(X(p))f ..(X(p)> f'(X(p)) jezeli nie znamy rzedu pierwiastka

W tym przypadku oryginalne réwnanie f(x)=0 zastepujemy rownaniem f(x)/f’(x)=0.



Metoda siecznych (metoda regula falsi)

f(x®)—f(x*) f(x(0)

(P 3 (P) _

Rzad zbieznosci metody siecznych wynosi ' = (1+ \/g)/ 2

Metoda siecznych nie musi by¢ zawsze zbiezna

2
Dla pierwiastkéw wielokrotnych f(x) zastepujemy przez h(x) = f (X)



Metoda fatszywej linii (regula falsi)
(uproszczona metoda regula falsi)

1. Start z x© i x(® takich, ze f(x(@)f(x(1)<0 (funkcja ma rdzne znaki).
2. Do obliczenia nastepnego x stosujemy zmodyfikowany wzor metody siecznych

(@) _ y(p1)
X~ =X f(x(* D)

f(x(q))— f(x( p—l))

gdzie g jest najwieksza liczba catkowitg nie wiekszg niz p-2 taka, ze f(x(P)f(x(@)<0 (tj. funkcja
ma rozne znaki w x(P) i x(@ a zatem pierwiastek musi zawierac sie w przedziale [x(P) x(%)] jezeli
funkcja jest ciggta

(P 3 (P) _

Metoda ma gwarantowang zbieznos¢ dla funkcji ciggtych ale jej rzad w ogdlnosci wynosi 1
(wolna zbieznos¢).



Metoda Pegaza

Startujemy jak w metodzie fatszywej linii z takich x(0) i x(1), ze f(x(@)f(x(*))<0

Obliczamy punkt x(2) zgodnie z algorytmem metody siecznych. Jezeli |f(x(2))|<g, koriczymy proces
iteracyjny

Jezeli f(xV)f(x(2))<0 (pierwiastek lezy pomiedzy x() i x(2)) wstawiamy x©=x) j x(1=x(2) j przechodzimy
do nastepnego kroku

Jezeli f(x(O)f(x(2))<0 (pierwiastek lezy pomiedzy x(© i x(2)) zastepujemy we wzorze metody siecznych f©
przez f*(O=fOf2)/(f1)+f(2)) wyliczamy x?) jeszcze raz i wstawiamy x(1)=x(2)

Sprawdzamy, czy |x@)-x1|<g
Jezeli tak, to jezeli f(x!1)<f(x(?) to za rozwigzanie y
przyjmujemy x1), w przeciwnym przypadku x(2)

f (2)

*(0) _ £(0)
f =1 fFO 4 5@




Metoda potowienia (bisekcji)

v

1. Startujemy z takich x(@ i x(1), ze f(x(9)f(x(1)<0.
2. Obliczamy x2=(x©+x(1))/2. Jezeli |f(x{2))|<e koriczymy proces iteracyjny.

3. Jezeli f(x)f(x(2))<0 wstawiamy xV=x2), w przeciwnym przypadku x(©=x{1), x(1)=x(2),

Metoda bisekcji jest rzedu pierwszego



Znajdowanie wszystkich pierwiastkow rownan algebraicznych
(wielomiandéw)

n

f(x)=P(x)=a,+aXx+a,x’...+a X

e  Lokalizujemy pierwiastek o najmniejszym module (x*,).

e  Poznalezieniu jego przyblizonej wartosci dzielimy wielomian przez (x-x*,), ignorujemy reszte z dzielenia a
nastepnie szukamy nastepnego pierwiastka az do rzedu n.

e  Poznalezieniu przyblizen wszystkich pierwiastkow porzadkujemy je od nowa od wartosci najmniejszej do
najwiekszej i powtarzamy cykl (procedura Wilkinsona).

e  Przyblizenia poszczegdlnych pierwiastkdw poprawiamy stosujgc jakgkolwiek metode szybko zbiezng (np.
Newtona).

Do efektywnego znajdowania dobrych przyblizen pierwiastkdw bardzo dobrze nadaje sie metoda iteracji, w ktorej
wielomian interpoluje sie odcinkami paraboli. Pozwala to na lokalizacje zaréwno pierwiastkow rzeczywistych jak i

zespolonych.
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