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Triangulacja to podziat figury geometrycznej na sympleksy (tréjkaty lub
czworosciany) w taki sposéb, ze czes¢ wspolna dowolnych dwu réznych
sympleksdéw jest ich wspdlng Sciang, wspdélnym wierzchotkiem, wspdlnym bokiem
lub wspdlnym trojkgtem.

Sympleks — n wymiarowym sympleksem jest n-wymiarowy wieloscian, ktory jest
wypuktg otoczkg swoich n+1 wierzchotkow.

Triangulacja to technika stosowana w grafice komputerowej polegajgca na rozbiciu
bardziej ztozonych obiektow na trojkaty. Rozktadowi takiemu poddane mogg by¢ nawet
figury o tukowych krawedziach, jak np. koto czy elipsa.




Triangulacja Delaunay (Delone) — triangulacja T przestrzeni
R zdefiniowana nastepujgco:

T to podziat R na (n+1) - sympleksy, takie ze:

- kazde dwa sympleksy z T majg wspolng sciane lub nie majg
czesci wspolnej wcale,

- kazdy ograniczony zbior w R ma czes¢ wspolng jedynie ze
skonczenie wieloma sympleksami z T,

- wnetrze kuli opisanej na dowolnym sympleksie z T nie
zawiera wierzchotkow zadnego sympleksu z T.

Boris Delaunay
15 marca 1890

— rosyjski matematyk
— alpinista

Mark de Berg, Mirostaw Kowaluk: Geometria obliczeniowa. Algorytmy i zastosowania.
Warszawa: Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, 2007, s. 221-250. ISBN 978-83-204-3244-2.
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Srodek okregu opisanego lezy na

przecieciu symetralnych bokow trojkata

Promien okregu opisanego mozna obliczy¢

Ze WZOru.

B abc
~ 4rp

a, b, c - to dlugosci bokow tréjkata

r - to dlugos¢ promienia okregu

wpisanego w trojkat

p - to potowa obwodu trojkata
_abc

R=7p
P - pole trojkata
o

P=Jplp—a)p-b)(p—c)

matemaks



Symetralna — prosta prostopadta do boku trojkata, przecinajgca jego srodek.
S

A= (A, A)

B = (B By)

A= (AsA)

Réwnanie symetralnej

(2x — Ay —B)(Ax—By)+(2y— A, - B,)(4,—B,) =0

@
medianauka




Promien okregu wpisanego mozna obliczy¢ ze wzoru:

B J(p ~a)(p—b)(p - ) .__ 2P
r= » a+b+c

a, b, c - to dlugosci bokow tréjkata
p - to potowa obwodu trojkata




Triangulacja — nie spetniajgca

kryterium Delaunay




Danymi wejsciowymi dla algorytmu jest zbidr punktow na ktorych rozpigta bedzie siatka MES.

a)

Chmura punktow jest zamykana w poczatkowym elemencie tréjkatnym lub prostokgtnym
podzielonym na dwa trojkaty (super trojkat/prostokat).

c)




Punkty ze zbioru dostepnych punktow sg systematycznie dodawane do siatki.

Kazde dodanie nowego punktu skutkuje miejscowg przebudowg siatki.

Dodawanie nowego punktu odbywa sie
zgodnie z jednym z dwoch kryteriow!




- Kryterium okregu. Wykorzystywane jest do wyszukiwania z listy dostepnych
trojkatow, ktore zawierajg punkt, w ktérym wykonywana jest retriangulacja. Podczas
wykonywania tego kryterium tworzony jest okrgg opisany na badanym tréjkgcie i
sprawdzana jest ilos¢ punktéw zawierajgcych sie w okregu. Warunek istnienia badanego
punktu w liscie punktow lezgcych w okregu jest warunkiem okreslajgcym zawarcie
punktu w trojkacie.




Bowyer-Watson Algorithm
 Znajdz trojkat zawierajacy
dany punkt.

 Znajdz wszystkie trojkaty
zwierajace w swoim okregu
opisanym dany punkt (d<r)
 Usun znalezione trokaty
 Stworz nowe trojkaty z
uwzglednieniem danego
punktu.
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- Kryterium katow wewnetrznych. Kryterium jest wykorzystywane podczas etapu
powiekszania minimalnych kgtow generowanych trojkgtow. W rezultacie trojkgty dgzg do
trojkgtow o ksztatcie jak najbardziej zblizonym do rownobocznego. Po utworzeniu
nowego trojkgta obliczana jest suma kagtow przylegtych do nowo utworzonej krawedzi |
porownywana z sumg katow nienalezgacych do krawedzi.

C

W przypadku gdy powyzsze Kkryterium jest
spetnione, krawedzie ulegajg = zamianie.
Krawedz tgczgca punkty (DB) zostaje usunieta,
| utworzona zostaje krawedz tgczaca punkty
(AC).

Q42+ Oly3 + Oyt Clpz = Olyy + Olyy

) . e




Algorytm Lawsona
» Znajdz trojkat zwierajgcy
analizowany punkt X

» Podziel trojkat

« Sprawdz kolejne trojkaty
czy spetniajg kryterium
diagramu Dellanaya.

« Zamien krawedzie jezel
jest taka koniecznosc.
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Delaunay

* stworz super trojkat/prostokat




Delaunay

—

» wstaw nowy punkt korzystajgc z algorytmow Lawsona lub Bowyera-Watsona
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Delaunay

» Usun trojkaty zawierajgce wezty poza analizowanym obszarem Recover boundary
* Rozpocznij wstawianie weztow wewnetrznych




Wstawianie weziow z wykorzystaniem predefiniowanej listy:

» Wezly wstawiane sg na podstawie predefiniowanej listy np. regularnie roztozonych
punktow

* Roztozenie punktéw moze by¢ dowolne
* Punkty poza obszarem domeny obliczeniowej sg ignorowane
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Delaunay

Wstawianie weztéw z wykorzystaniem srodkow ciezkosci elementow:
» Wezty wstawiane sg na podstawie okreslenia srodkéw ciezkosci kolejnych
elementow.




Wstawianie weztéw z wykorzystaniem srodkow okregéw opisanych:

» Wezly wstawiane sg na podstawie okreslenia srodkow okregow opisanych na
kolejnych elementach.

» Wszystkie sgsiadujgce trojkaty z najmniejszymi katami mniejszymi od zdefiniowane;

wartosci krytycznej sg usuwane. (« ~30°)
C
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Delaunay

Wstawianie weztéw z wykorzystaniem postepujgcego frontu:
» Wezly wstawiane w ,idealne” potozenia na kolejnych odcinkach frontu.
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Wstawianie weztéw na bazie Segmentu-Voronoia.
‘wezty wstawiane w na srodku odcinka (segment Voronoia) tgczgcego dwa srodki
okregow opisanych na sgsiadujgcych trojkgtach.
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Wstawianie weztéw na brzegach istniejacych tréjkatow.
» wezty wstawiane sg na brzegach istniejgcych trojkgtow z zatozong gestoscia.

* wymagane jest sprawdzenie czy wezly na sgsiednich brzegach nie sg zlokaliwoane
zbyt blisko siebie.
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Rekonstrukcja brzegu

Wstawianie weztéw w punktach przeciecia trojkatéw z brzegiem domeny
obliczeniowe]

» wezty wstawiane sg w punktach w ktorych trojkaty przecinajg domene obliczeniows.
* nalezy usungc¢ elementy lezace poza domeng obliczeniows.
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Rekonstrukcja brzegu

Wstawianie weztéw w punktach przeciecia tréjkatow z brzegiem domeny
obliczeniowej

» wezty wstawiane sg w punktach w ktorych trojkaty przecinajg domene obliczeniows.
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Rekonstrukcja brzegu

Zamiana krawedzi
» Krawedzie ulegajg zamianie do momentu kiedy nie pokryjg sie z odcinkiem granicy
domeny obliczeniowej.
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|
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Rekonstrukcja brzegu
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Rekonstrukcja krawedzi np. CD

Zamian krawedazi:
» Wyznacz linie tgczacq analizowane punkty CD.
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Zamian krawedazi:
» Wyznacz wszystkie krawedzie E; przecinajgce odcinek CD.
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Zamian krawedazi:
« Zamien krawedz tgczgcya kolejne przylegte do siebie trojkaty.
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Zamian krawedazi:
« Zamien krawedz tgczgcya kolejne przylegte do siebie trojkaty.
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Zamian krawedazi:
» Sprawdz czy nowo utworzona krawedz nie przecina juz istniejgcych krawedzi.
Jezeli tak pomin te zamiane.
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Taka siatka nie spetnia kryterium Delaunay




Wygtadzanie Laplace’a

Wygtadzanie Laplace’a polega na przesuwaniu weztow do srodka ciezkosci figury
utworzonej z wszystkich trojkgtow do ktorych ten wezet nalezy.

S, S.

n n




W przypadku wygtadzania elementéw zmodyfikowang metodg Laplace, kazdy z
punktéw S otrzymuje wagi proporcjonalnie do odlegtosci pomiedzy wspolnymi
punktami, punktu P dla ktorego obliczane jest potozenie a punktu dla ktérego
obliczana jest waga.

Kazda waga dla kazdego punktu obliczana jest osobno.

Nastepnie wszystkie wagi punktow dzielone sg przez srednig arytmetyczng wag.

Aby zwiekszac lub zmniejszaC wptyw wagi na obliczenie pozycji punktu dodatkowo
mozna wprowadzi¢ dwa wspotczynniki v1 i v2.

Si Si -1

i(S,.wI. - S,.vz)
i=l1

P =
! n(v2+1)

W, = (|SI'SI'+1|+|SiSi—1|)"l

vjedl,.. N}
S,
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