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Wyktad XIV. Formy kwadratowe.

']
A=A"
¥’
Rozwazmy rzeczywista macierz symetryczng A = [a;;] stopnia n.
Funkcje F(x1,...,xn) : R" — R,
n n Xl
F(xi,...,xn) = ZZaUXin = [x1,...,xn]A
i=1 j=1
cierza formy kwadratowej F.

nazywamy forma kwadratowa. Macierz symetryczna A nazywamy ma-

Xn
v
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Wyktad XIV. Formy kwadratowe.

Okreslonos¢ formy kwadratowej

Forme kwadratowa F(xi,...,x,) = x| Ax nazywamy

o dodatnio okreslong jesli F(xi,...,x,) > 0dla (x1,...,x,) € R"\ {0};
@ ujemnie okreslona jesli F(xy,...,x,) <O0dla (x1,...,x,) € R"\ {0};
o dodatnio pétokreslona jesli F(xi,...,xn) > 0;

@ ujemnie po6tokreslong jesli F(xi,...,xn) <O0;

@ nieokreslong, jesli nie zachodzi zaden z poprzednich warunkdw.
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Wyktad XIV. Metody badania okre$lonosci formy kwadratowej.

Niech \;(A) (i =1,...,m < n) - warto$ci wtasne macierzy A. Wéwczas:
o forma dodatnio okreslong (tzn. F(xq,..
o forma ujemnie okreslong (tzn. F(xq, .
e forma dodatnio pétokreslong (tzn. F(xi,

o forma ujemnie pétokreslong (tzn. F(xi,

5 Xn) >0) <= X(A)>0;
Uwaga

., xn) <0) <= Xi(A)<O0;

%n) 2 0) <= Xi(A)>0;
. xp) < 0) <= XNi(A)<O0;
o forma nieokreslong, jesli nie zachodzi zaden z poprzednich warunkdw.
Macierz A ma warto$¢ wtasna 0 <= det A = 0. I

Badanie form kwadratowych.
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Wyktad XIV. Metody badania okre$lonosci formy kwadratowej.

Kryterium Sylvestera
Forma kwadratowa F(xi,...,X,) z macierza A = [a;] jest dodatnio okreslong
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodace macierzy A s3 dodatnie, tzn:

S5 G di1 d12 4di13
a1 >0, S o >0, | a1 axp ax |>0,..., |A| > 0.
a31 d32 4d33

Badanie form kwadratowych.
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Wyktad XIV. Metody badania okre$lonosci formy kwadratowej.

Kryterium Sylvestera, cd.

Forma kwadratowa F(xi,...,X,) z macierza A = [a;] jest ujemnie okreslong
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodace macierzy A parzystego
stopnia s3 dodatnie, a nieparzystego — ujemne. tzn:

d11 412 413
>0, | ax ax ax |<0,....|A >0, n—liczba parzyst
a31 432 ass

dil1 412

a1 <0
" axn ax

L

|A| <0 n— liczba nieparzysta.

Metoda Lagrange'a przejscia do postaci kanonicznej formy kwadratowej.

n n
2 2
Z Z ajXiXj  —Cayp +Cy2t...+ CYy
i=1j=1
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Wyktad XIV. Przyktad.

F(x1,x2,x3) = 4x3 + 4x1x0 + 2X3 + 2ax1x3 + X3

4 2 «
A=

2 20
a 0 1
Kryterium Sylvestera
4 2
4 2 5
4 >0, det =4>0, det| 2 2 =4—-2a">0
2 2
a 0
forma kwadratowa dodatnio okreélong jezeli a? < 2. l
Badanie form kwadratowych.
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Wyktad XIV. Przyktad. cd.
detA=0

nieokreslona.

—

A = 0 warto$¢ wtasna macierzy A
Forma kwadratowa moze by¢: dodatnio pétokreslona; ujemnie pétokreslona;

4 — X\ 2 o
det[A—A\E] = det 2

2—-) 0
0

a

1-A

= AN 4+70%+(a?—10)A+4-20°
Jedli a? =2, to W(A\) = —=A3 4+ 722 — 8\ = A\(—=A\? + 7\ — 8) = 0. Pierwiastki
A1 = 0 < A2 < A3. Forma dodatnio pétokreslona.

Badanie form kwadratowych.
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Wyktad XIV. Przyktad. cd.

detA=4—2a%<0

Forma nie moze by¢: dodatnio okreslong (kryterium Sylvestera);

ujemnie okreslona (kryterium Sylvestera, cd.);

dodatnio pétokreslong oraz ujemnie pétokreslong (poniewaz A = 0 nie jest
wartoscia wiasna).

Zostato - forma nieokreslona.

Metoda Lagrange'a przejscia do postaci kanonicznej ?
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Wyktad XIV. Operatory symetryczne

(Xay) = [le- -aXn]

Przestrzen Euklidesowa R” z iloczynem skalarnym (przyktad formy kwadratowej)
Y1 X1

Yn
standardowej e,

Xn

341
Sl Y=
Yn
Niech L : R™»R" operator liniowy, a A - macierz operatora L w bazie
, €n.

(Lx,y) = (x, Ly),

Operator liniowy L nazywamy operatorem symetrycznym jezeli

x,y € R™.

Badanie form kwadratowych.
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Wyktad XIV. Operatory symetryczne

Twierdzenie

macierza symetryczna:

A=AT.

Operator L jest operatorem symetrycznym <> macierz operatora A jest
Dlaczego operator symetryczny???

wektoréw wtasnych operatora L (macierzy A)

Operator L jest operatorem symetrycznym (macierz A jest macierza
symetryczna) < istnieje baza ortonormalna przestrzeni R” ztozona z

Badanie form kwadratowych.
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Wyktad XIV. Operatory izometryczne i operatory ortogonalne

Przestrzen Euklidesowa R” z iloczynem skalarnym (przyktad formy kwadratowej)
Y1
(x,y¥) =[x, -, Xn]

X1
X =
Yn
standardowe;j e1,

Xn

n
: , Y=
Yn
Niech L : R™3R" operator liniowy, a A - macierz operatora L w bazie
Y
.y €n.

(Lx, Ly) = (x,y),

Operator liniowy L nazywamy operatorem izometrycznym jezeli

x,y € R"
i operatorem ortogonalnym jezeli istnieje operator odwrotny L~1.

Badanie form kwadratowych.
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Twierdzenie

warunek

Wyktad XIV. Operatory izometryczne i operatory ortogonalne

ATA=E

Fakt

Operator L jest operatorem izometrycznym <= macierz operatora A spetnia

Operator L bedzie operatorem ortogonalnym <=

ATA=E,

AAT = E
Dla macierzy A zachodzi

51 -4
w P AL
ATA=E, AAT = E

<= wierszy (kolumny) macierzy A tworza baze ortonormalna w R".

Macierz A nazywamy(acierza ortogonalna)jezeli ATA = E i AAT
«O0» «F» «
Badanie form kwadratowych.
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@ niech

Wyktad XIV. Zastosowanie do form kwadratowych

P11 P12
fi = . h=
Pn1
kwadratowej);

Pin
R e
Pn2
@ Rozwazmy macierz

Pnn
baza ortonormalna R” z wektoréw wtasnych macierzy A (macierzy formy

P11 P12 ... Pin
p_ P.21 P.22 . P2n

Pnl  Pn2

Pnn

Badanie form kwadratowych.
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Wyktad XIV. Zastosowanie do form kwadratowych
e Macierz P - ortogonalna — P~ = PT. Wéwczas

M 0 ...0
piap_pTap—| 0 ™ °
0 0 Ao
bo Af; = \jfj;
o Ostatecznie
M0
YTPTAPY = [y,

.. 0
0 Ao ..
oyl |

n
2 2
= AyiHhays +
0 0 .yn
Badanie form kwadratowych
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Formalnosci

Ocena koncowa oblicza sie wedtug wzoru
2 1
OK=_-0OE+ -0z
3 + 3
@ Obecno$¢ na zajeciach;

o Aktywnos$¢ na zajeciach;

o | termin: 31.01, sala 103 A3-A4, 15.00-17.00.
o |l termin: 07.02, sala 103 A3-A4, 15.00-17.00
o |Il termin: 07.02, sala 103 A3-A4,

15.00-17.00

Badanie form kwadratowych.
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Wyktad XIV. Przyktadowe zadania.

Kazde zadanie nalezy rozwiaza¢ na osobnej, czytelnie podpisanej kartce.

IMIIP, 10, 29.01.2019
1. Znalei¢ wartodci i wektory wiasne nastgpujgeej macierzy A. Obliczyé krotnodei algebraicane i
geometryczne. Wyznaezyé postaé Jordena macierzy A. (10pt)

2 10

A=10 20
0 -1 2
2. Znalesé wszystkic pierwiastki wielomianu:

W(z) = 2" +42° + 152" + 222 4 30.

wiedzqe, e 2y = —1+ 2 jest jednym = nich, oraz wybiers sposréd nich te, ktére nalesq do zbioru

4. Dia jakich wartoéci parametru p ukad réunas liniowych ma dokladnie jedno rozwigzanie.
Okreslié liczby rozwinzart w posostalych preypadkach. (10pt):

{ y+pr=>5

pr+2y+z

Niech operator liniowy L w przestrzeni Euklidesowej R® jest dany wzorem
Liz,y.z) = (x —y +22, 3y— 2, 4z)

a) Znaleté widmo operatora L. Cy operator L jest symetrycnym?

b) Znale?¢ jadro eperatora L i obliczyé dim ImL

¢) Czy operator L jest réinowartosciowym? Czy jest izomorfizmem?

d} Cty operator L jest diagonalizowalnym? (10pt).

6. Za pomocy kryterium Sylvestera sprawdzic okreslonos¢ formy kwadratowes:

= 5 — 2 - 102 4 20y — 1222 + Gyz. (6pt)
RE

eni Euklides

1,0,1) bedzig wektorem

Badanie form kwadratowych



Wyktad XIV. Przyktadowe zadania.

1. Znaleié wartoéci © wektory wlasne nastepujacej macierzy A. Obliczyd krotnoéci algebraiczne i
geometryczne. Wyznaczyé postad Jordana macierzy A. (10pt)
2 10

A=10 20
0 -1 2J /—\\

N
detfA—AE]=0— (2—-AR=0— A1 =2,— ky(2) = 3.
k§(2):3—rz[A—2E]:3—1:2.
Wektory wtasne:

X 0 1 O X 0
[A-2E]|y|=]0 0 O y|=1]0
z 0 -1 0 z 0

ker(A—2E) = {(x,0,z) : x,z € R}. Posta¢ Jordana (wyktad1l)
liczba klatek Jordana Ji, [2], Ji,[f], - - - jest réwna kg(2) = 2, tzn mamy Ji,[2] i
Ji[2]. Wéwczas ki + ky = ko[2] = 3 —

A4O0» «Fr» «Z» «E>» = Q>

Badanie form kwadratowych.
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Wyktad XIV. Przyktadowe zadania.

Macierz Jordana

Macierz A jest podobna do macierzy Jordana

O O N
ON
N O O

tern., 3 P maenrre pr‘;xejs'crs 0d bozy q~éomlordawgf

Ly L Jdo 3707./\3 GOV'JW\& deen )%re VKM

18- AP
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Wyktad XIV. Przyktadowe zadania.

5.

Niech operator liniowy L w przestrzeni Euklidesowej R® jest dany wzorem

L(xz,y,z)= (v —y+2z, 3y— =z 4z).
a) Znalezé widmo operatora L. Czy operator L jest symetrycznym?
b) Znale¢ jadro operatora L i obliczyé dim ImL.

c) Czy operator L jest réoinowartosciowym? Czy jest izomorfizmem?
d) Czy operator L jest diagonalizowalnym? (10pt).

Macierz operatora L w bazie standardowe;j

A4O0» «Fr» «Z» «E>»
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Wyktad XIV. Przyktadowe zadania.

Widmo L <= pierwiastki det[A, — AE] =0 — (1 - A)3—=A)(4—A) =0 —
{1,3,4}.

Symetryczno$¢ L?

NIE!, poniewaz A; # A,_T.

Jadro L i dim ImL?

Wyktad8! dimR3 = 3 = dimker L + dim ImL — dimker L =0, —
dim ImL = 3.

Operator L réznowartosciowy bo dim ker L = 0; operator L izomorfizm bo
dimker L = 0 i ImL = IR3; operator L diagonalizowalny poniewaz

kg(1) = ka(1), kg(3) = ka(3), kg(4) = ka(4).

40> 4F» «=» « = = o>
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Wyktad XIV. Przyktadowe zadania.

6. Za pomocq kryterium Sylvestera sprawdzic okreslonosé formy kwadratowe:

flz.y, 2) = =527 — 2y — 1022 + 20y — 1222 + 6y=
Macierz formy kwadratowe]

(6pt)
-6
3
-6

L _5<0, det[ _15
10

Badanie form kwadratowych.

_2]=9>0,detA=—9<
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Wyktad XIV. Przyktadowe zadania.

|7. Niech T = (1,0, 1) bedzi wektorem presztrzeni Euklidesowej R®. Natomiast V' podprzestrzen R?
2bazq iy = (2,1,1), ifa = (0,1, 1) oraz M podpraestrzenn R? z bazq vy = (—1,1,1), ¥ = (0,1,—1).

Do Etorej z podprzestrzeni V- czy M odleglosé wektora I jest mniejsza? (8pt)
Wyktad12!
Niech fi, o, ... f, jest baza podprzestrzeni W C V. Wibwczas:
3(h, W) = mingew||h — g| =

Glh, f,...1Tn)
Glf, ... I

G[h, U1,U2] 4 1
h, V)= — =
6(’ ) G[Ul,UQ] 8

Badanie form kwadratowych.
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Powodzenia na Egzaminie!

Badanie form kwadratowych.
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