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Wykład XIV. Formy kwadratowe.

Rozważmy rzeczywistą macierz symetryczną A = [aij ] stopnia n.

Definicja

Funkcję F (x1, . . . , xn) : Rn → R,

F (x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj = [x1, . . . , xn]A

 x1
...
xn


nazywamy formą kwadratową. Macierz symetryczną A nazywamy ma-
cierzą formy kwadratowej F .
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Wykład XIV. Formy kwadratowe.

Określoność formy kwadratowej

Formę kwadratową F (x1, . . . , xn) = xTAx nazywamy

dodatnio określoną jeśli F (x1, . . . , xn) > 0 dla (x1, . . . , xn) ∈ Rn \ {0};
ujemnie określoną jeśli F (x1, . . . , xn) < 0 dla (x1, . . . , xn) ∈ Rn \ {0};
dodatnio półokreśloną jeśli F (x1, . . . , xn) ­ 0;

ujemnie półokreśloną jeśli F (x1, . . . , xn) ¬ 0;

nieokreśloną, jeśli nie zachodzi żaden z poprzednich warunków.
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Wykład XIV. Metody badania określoności formy kwadratowej.

Kryterium wartości własnych
Niech λi (A) (i = 1, . . . ,m ¬ n) - wartości własne macierzy A. Wówczas:

forma dodatnio określoną (tzn. F (x1, . . . , xn) > 0) ⇐⇒ λi (A) > 0;

forma ujemnie określoną (tzn. F (x1, . . . , xn) < 0) ⇐⇒ λi (A) < 0;

forma dodatnio półokreśloną (tzn. F (x1, . . . , xn) ­ 0) ⇐⇒ λi (A) ­ 0;

forma ujemnie półokreśloną (tzn. F (x1, . . . , xn) ¬ 0) ⇐⇒ λi (A) ¬ 0;

forma nieokreśloną, jeśli nie zachodzi żaden z poprzednich warunków.

Uwaga
Macierz A ma wartość własna̧ 0 ⇐⇒ detA = 0.
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Wykład XIV. Metody badania określoności formy kwadratowej.

Kryterium Sylvestera
Forma kwadratowa F (x1, . . . , xn) z macierzą A = [aij ] jest dodatnio określoną
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodące macierzy A są dodatnie, tzn:

a11 > 0,

∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ > 0,

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ > 0, . . . , |A| > 0.
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Wykład XIV. Metody badania określoności formy kwadratowej.

Kryterium Sylvestera, cd.
Forma kwadratowa F (x1, . . . , xn) z macierzą A = [aij ] jest ujemnie określoną
wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie minory wiodące macierzy A parzystego
stopnia są dodatnie, a nieparzystego – ujemne. tzn:

a11 < 0,

∣∣∣∣∣ a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣∣ > 0,

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣ < 0, . . . , |A| > 0, n−liczba parzysta

|A| < 0 n − liczba nieparzysta.

Metoda Lagrange’a przejścia do postaci kanonicznej formy kwadratowej.
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj → c1y
2
1 + c2y2 + . . .+ cny

2
n
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Wykład XIV. Przykład.

F (x1, x2, x3) = 4x21 + 4x1x2 + 2x22 + 2αx1x3 + x23

A =

 4 2 α
2 2 0
α 0 1


Kryterium Sylvestera

4 > 0, det

[
4 2
2 2

]
= 4 > 0, det

 4 2 α
2 2 0
α 0 1

 = 4− 2α2 > 0

Wniosek

forma kwadratowa dodatnio określoną jeżeli α2 < 2.
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Wykład XIV. Przykład. cd.

α2 = 2.

detA = 0 ⇐⇒ λ = 0 wartość własna macierzy A

Forma kwadratowa może być: dodatnio półokreśloną; ujemnie półokreśloną;
nieokreśloną.

det[A−λE ] = det

 4− λ 2 α
2 2− λ 0
α 0 1− λ

 = −λ3+7λ2+(α2−10)λ+4−2α2

Jeśli α2 = 2, to W (λ) = −λ3 + 7λ2 − 8λ = λ(−λ2 + 7λ− 8) = 0. Pierwiastki
λ1 = 0 < λ2 < λ3. Forma dodatnio półokreśloną.
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Wykład XIV. Przykład. cd.

α2 > 2.

detA = 4− 2α2 < 0

Forma nie może być: dodatnio określoną (kryterium Sylvestera);
ujemnie określoną (kryterium Sylvestera, cd.);
dodatnio półokreśloną oraz ujemnie półokreśloną (ponieważ λ = 0 nie jest
wartościa̧ własna̧).
Zostało - forma nieokreślona.

Metoda Lagrange’a przejścia do postaci kanonicznej ?
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Wykład XIV. Operatory symetryczne

Przestrzeń Euklidesowa Rn z iloczynem skalarnym (przykład formy kwadratowej)

(x , y) = [x1, . . . , xn]

 y1
...
yn

 = XTY , X =

 x1
...
xn

 , Y =

 y1
...
yn

 .
Niech L : Rn : Rn operator liniowy, a A - macierz operatora L w bazie
standardowej e1, . . . , en.

Definicja
Operator liniowy L nazywamy operatorem symetrycznym jeżeli

(Lx , y) = (x , Ly), x , y ∈ Rn.
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Wykład XIV. Operatory symetryczne

Twierdzenie
Operator L jest operatorem symetrycznym ⇐⇒ macierz operatora A jest
macierza̧ symetryczna̧:

A = AT .

Dlaczego operator symetryczny???

Fakt
Operator L jest operatorem symetrycznym (macierz A jest macierza̧
symetryczna̧) ⇐⇒ istnieje baza ortonormalna przestrzeni Rn złożona z
wektorów własnych operatora L (macierzy A)
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Wykład XIV. Operatory izometryczne i operatory ortogonalne

Przestrzeń Euklidesowa Rn z iloczynem skalarnym (przykład formy kwadratowej)

(x , y) = [x1, . . . , xn]

 y1
...
yn

 = XTY , X =

 x1
...
xn

 , Y =

 y1
...
yn

 .
Niech L : Rn : Rn operator liniowy, a A - macierz operatora L w bazie
standardowej e1, . . . , en.

Definicja
Operator liniowy L nazywamy operatorem izometrycznym jeżeli

(Lx , Ly) = (x , y), x , y ∈ Rn

i operatorem ortogonalnym jeżeli istnieje operator odwrotny L−1.
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Wykład XIV. Operatory izometryczne i operatory ortogonalne

Twierdzenie
Operator L jest operatorem izometrycznym ⇐⇒ macierz operatora A spełnia
warunek

ATA = E

Operator L bȩdzie operatorem ortogonalnym ⇐⇒

ATA = E , AAT = E .

Fakt
Dla macierzy A zachodzi

ATA = E , AAT = E

⇐⇒ wierszy (kolumny) macierzy A tworza̧ bazȩ ortonormalna̧ w Rn.

Macierz A nazywamy macierza̧ ortogonalna̧ jeżeli ATA = E i AAT = E .
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Wykład XIV. Zastosowanie do form kwadratowych

niech

f1 =

 p11
...

pn1

 , f2 =

 p12
...

pn2

 , . . . fn =

 p1n
...

pnn


baza ortonormalna Rn z wektorów własnych macierzy A (macierzy formy
kwadratowej);

Rozważmy macierz

P =


p11 p12 . . . p1n
p21 p22 . . . p2n

...
...

...
...

pn1 pn2 . . . pnn


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Wykład XIV. Zastosowanie do form kwadratowych

Macierz P - ortogonalna → P−1 = PT . Wówczas

P−1AP = PTAP =


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . λn


bo Afj = λj fj ;

Ostatecznie

Y TPTAPY = [y1, . . . , yn]


λ1 0 . . . 0
0 λ2 . . . 0
...

...
...

...
0 0 . . . λn


 y1

...
yn

 = λ1y
2
1+λ2y

2
2+. . .+λny

2
n
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Formalności

Ocena końcowa
Ocena końcowa oblicza się według wzoru

OK =
2
3
OE +

1
3
OZ

Obecność na zajęciach;

Aktywność na zajęciach;

Terminy egzaminu
I termin: 31.01, sala 103 A3-A4, 15.00-17.00.

II termin: 07.02, sala 103 A3-A4, 15.00-17.00

III termin: 07.02, sala 103 A3-A4, 15.00-17.00
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Wykład XIV. Przykładowe zadania.
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Wykład XIV. Przykładowe zadania.

det[A− λE ] = 0→ (2− λ)3 = 0→ λ1 = 2,→ ka(2) = 3.

kg(2) = 3− rz [A− 2E ] = 3− 1 = 2.
Wektory własne:

[A− 2E ]

 x
y
z

 =

 0 1 0
0 0 0
0 −1 0


 x

y
z

 =

 0
0
0


ker(A− 2E ) = {(x , 0, z) : x , z ∈ R}. Postać Jordana (wykład11)
liczba klatek Jordana Jk1 [2], Jk2 [k2], . . . jest równa kg (2) = 2, tzn mamy Jk1 [2] i
Jk2 [2]. Wówczas k1 + k2 = ka[2] = 3 →
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Wykład XIV. Przykładowe zadania.

Macierz Jordana
Macierz A jest podobna do macierzy Jordana 2 1 0

0 2 0
0 0 2


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Wykład XIV. Przykładowe zadania.

Macierz operatora L w bazie standardowej

A = AL =

 1 −1 2
0 3 −1
0 0 4


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Wykład XIV. Przykładowe zadania.

Widmo L?
Widmo L ⇐⇒ pierwiastki det[AL − λE ] = 0 → (1− λ)(3− λ)(4− λ) = 0→
{1, 3, 4}.

Symetryczność L?

NIE!, ponieważ AL 6= AT
L .

Ja̧dro L i dim ImL?

Wykład8! dimR3 = 3 = dim ker L+ dim ImL → dim ker L = 0, →
dim ImL = 3.

Operator L różnowartościowy bo dim ker L = 0; operator L izomorfizm bo
dim ker L = 0 i ImL = R3; operator L diagonalizowalny ponieważ
kg (1) = ka(1), kg (3) = ka(3), kg (4) = ka(4).
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Wykład XIV. Przykładowe zadania.

Macierz formy kwadratowej

A =

 −5 1 −6
1 −2 3
−6 3 −10

→ −5 < 0, det

[
−5 1
1 −2

]
= 9 > 0, detA = −9 < 0
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Wykład XIV. Przykładowe zadania.

Wykład12!

Niech f1, f2, . . . fm jest bazą podprzestrzeni W ⊂ V . Wówczas:

δ(h,W ) = ming∈W ‖h − g‖ = G [h, f1, . . . fm]

G [f1, . . . fm]
.

δ(h,V ) =
G [h, u1, u2]

G [u1, u2]
=

4
8
=

1
2
.
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Q&A

Powodzenia na Egzaminie!
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