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Free Hand


Wyktad VIII. Izomorfizm. Przypomnienie

Kazda przestrzenia liniowa U wymiaru dim U = n jest izomorficzna do
przestrzeni R” (lub C").

Whiosek II.

Mamy: przeksztatcenie liniowe L : U — V/, gdzie dim U = n, dim V = m.
Istnieje izomorfizm T, : U — R". Podobnie, istnieje izomorfizm T, : V — R™
Odwzorowanie [ = TmLT ! bedzie przeksztatceniem liniowym z R” do R™

| A\

Wazny Whniosek.

Badanie przeksztatcenia liniowego L : U — V jest rownowazne do badania
przeksztatcenia liniowego L : R” — R™.

| A

A,
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C1, C2,

Wyktad VIII. Okreslenie izomorfizmu T, : U — R". Przypomnienie

Niech wekrory fi,f,...f, jest baza przestrzeni liniowej U. Wow-
., Cn takie ze

czas, dla kazdego f € U istniejg jednoznacznie okreSlone liczby

f=ah+cobh+...+cify

Liczby c1, ¢, . . . ¢, nazywamy wspo6trzednymi wektora f w bazie fi, f,

Tof = (c1, 2,

..y Cn).
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Wyktad VII. Przypomnienie

Twierdzenie.

Wektory

jest baza R" <—

GhSh

fn= (anaXn2aXn37 ..

X111 X12 X13
X21 X22  X23
X31 X32 X33

Xpl  Xn2  Xn3

= (x11, X12, X13, - -
= (x01, %22, X23, . .
= (x31, X32, X33, . .

'Xln)
. X2n)
.X3n)

-S40

X1n
X2n

X3n | #£ Q.

Xnn
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Wyktad IX.

Macierz przeksztatcenia liniowego
Przeksztatcenie liniowe L : R" — R™.
o Niech fi,fy,...f, baza w R",;

o Niech 81, 82,

.&m baza wR™;

L(fi) = a11g1 + a8 + ... am18m
L(f) = a1281 + a2282 + - - - am28m

L(fn) = ai1n&1 + a2n82 + ... amn8m

v
«O» «Fr» «E>» «E>» ANV &4
Macierz przeksztatcenia liniowego 07.12.2020 5/24




Wyktad IX.

Macierz przeksztatcenia liniowego
Macierza przeksztatcenia liniowego L : R” — R™ w bazach fi, ..
jest macierz

i g, gm
a1l d12 413 ain
a1 a2 axs azn
A= d31 432 4as3 asn
dml dm2 dm3 dmn
w
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Wyktad IX. Przyktad.

L:R3 — RS

L(x,y,z) = (x,y,0)

baza £ =(1,2,0), f = (0,—1,1), f = (0,2,—1)
oraz
81 = (17 17 1)5 82 = (1707O)a 83 = (1v 170)
Krok I. L(f;) =(1,2,0), L(f)=(0,-1,0), L(f)=/(0,2,0).
krok 1I(1). L(f1) = a1181 + a218 + a3183 =
ajlt+antan=1
air +asr =2
ail = 0

V.
= a11 =0, ap; = —1, az; = 2.
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Wyktad IX. Przyktad.

L:R3 — RS

L(x,y,z) = (x,y,0)

baza fi =(1,2,0), f = (0,—1,1), 5= (0,2, —1)
oraz
81 = (17 17 1)5 82 = (1707O)a 83 = (1v 170)
Krok I. L(f;) =(1,2,0), L(f)=(0,-1,0), L(f)=/(0,2,0).
krok 11(2). L(f) = a1281 + axg> + az2gs =
ajpt+ax+axp=0
app+axp = -1
aip = 0

V.
—a1p =0, axpp =1, azp = —1.
«O» «Fr» «E>» «E>» ANV &4
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Wykiad IX. Przyktad I.

L:R3 — RS

L(x,y,z) = (x,y,0)

baza fi = (1,2,0), Hh = (0, 1, 1), f3 = (0,2, —1)
oraz
81 = (17 1, 1)5 82 = (1707O)a 83 = (1v 170)
Krok I. L(fl) = (1,2,0), L(fg) = (0, —1,0), L(f3) = (0,2,0).
krok ||(3). L(fg,) = 31381 + a2382 + aszzg3z —
a3+ ax3+azz=0
a1z + azz =2
aiz = 0

V.
= a13=0, a3 = —2, az3 =2.
«O» «Fr» «E>» «E>» ANV &4
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Wykiad IX. Przyktad I.

L:R3— R3.

oraz

L(x,y,z) = (x,y,0)

baza

ﬁ. = (1a2a0)v f:2 = (07
g1 =(1,1,1),

-1,1), =(0,2,-1)
82 = (17070)7 83 = (1a 170) )
Macierz przeksztatcenia liniowego:
di11 412 4ai3 0 0 0
A= a1 doo  azs = -1 1 —2 .
d31 432 as3 2 1 2
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Wykiad IX. Przyktad I1.

L(x,y) = (x+y,3x—y,2x—y), W bazach standardowych f; = (1,0), , = (0,1),

81 = (17070)7 82 = (07 170)7 83 = (0707 1)-

Krok I. L(R) = (1,3,2), L(R)= (1. 1. 1).

Macierz przeksztatcenia liniowego:

di1  4ai2 1 1
A= do1 a2 == 3 -1
asy as 2
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Wykiad IX. Przyktad I1.

81 = (17 07 0)7

L(x,y) = (x+y,3x—y,2x—y), W bazach standardowych f; = (1,0), /> = (0,1),
82 = (07 17 0)7

83 = (Oa 07 1)
Dlaczego tak tatwo w bazach standardowych?
Krok I. L(f) = (1,3,2),

Krok II.

L(B)=(1. 1. 1)

L(fi) = a1181 + a218> + a3183 = (a1, az1, a31) = (1,3,2)

Macierz przeksztatcenia liniowego

L(f) = a1281 + axg> + a3283 = (a12,a,az) = (1, —1, —1).
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Wyktad IX.

Rysunek: Dlaczego macierz przeksztatcenia liniowego?
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Wyktad IX.

Jest:
@ Przeksztatcenie liniowe L : R" — R™;
@ baza fi,f,...f, wR";
@ baza g1,80,...-8m wR™
Dla kazdego

gdzie c1, ¢,

feR",

f=cafi+...cafp,
Wiemy ze L(f) = g, gdzie

, Cn - wspotrzedne wektora f w bazie fi, fr,
g R,
gdzie dl, d2,

L

g=digi+...dngm,

., dn - wspdtrzedne wektora g w bazie g1, g, .
Macierz przeksztatcenia liniowego
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Wyktad IX. Dlaczego macierz przeksztatcenia liniowego?

L(f) =g —
(9] a1 412
()]
A

di3 ... din 1 dl
a1 axp a3 ... ax &) da
€G3 | = | a1 ax as ... asp G| =| d
Cn dml dm2 dm3 amn Cn dm
gdzie A - macierz przeksztatcenia liniowego L : R” — R™ w bazach f,...f, i
81,---8m-
o
Whtasnosci L <= wtasnosci macierzy A operatora liniowego. I

Macierz przeksztatcenia liniowego
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Wyktad IX.

Idea dowodu.
L(f) = al(fi)+...+al(f) =1y angi +

m
---+anaingi

i=1 i=1

n n
=D ayg|a+ | D amic | gm =
j=1 j=1

n n
di = Zaljcj, dr = Zaszp
Jj=1 Jj=1

n
dm = Z amjCj.
j=1
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Wyktad IX. Jadro i obraz przeksztatcenia liniowego L.

Jadro i obraz.
Niech L : R" — R™ - przeksztatcenie liniowe. Jadro i obraz przeksztatcenia
liniowego:
kerL={f eR" : L(f)=0}, ImL={g=L(f) : VfF e R"}.
Wymiar obrazu i jadra
dim/m L =rz A, dimker L=n—rz A,
gdzie A; - macierz przeksztatcenia liniowego L.
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Wyktad IX. I1zomorfizm.

Niech L : R" — R™ jest przeksztatceniem liniowym a A; -jego macierz.
Nastepujace warunki s3 réwnowazne.
o L jest izomorfizmem;
en=m ArzA =n;
en=m AdetA; #0.

Macierz przeksztatcenia liniowego
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Wyktad IX. Przyktad |. Ponownie
L:R3— RS

L(x,y,z) = (x,y,0)

, baza
oraz g1 = (1,1,1),

ﬁ. = (1a2a0)7 f2 = (07
82 = (1)070)7

17 1)’ f:°> = (0?2’ _1)
83 = (17170)

n=m=3, detA=0, dimker L=3—-rzA, =3-2=1

Przeksztatcenie liniowe L nie jest izomorfizmem; nie jest réznowartosciowym.

Macierz przeksztatcenia liniowego
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Wyktad IX. Przyktad Il. ponownie

L:R?>— R3.

81 = (17 Oa 0)3

L(x,y) = (x+y,3x—y,2x—y), W bazach standardowych f; = (1,0), £ = (0, 1),
82 = (07170)7 83 = (07071)

-1
-1
n=2+#3=m, rzA, =2, dimker L=2-2=0

Przeksztatcenie liniowe L nie jest izomorfizmem, ale jest réznowartosciowym.
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Wyktad IX. Wartosci wtasne

Niech L : R" — R" - przeksztatcenie liniowe.

Wartoscia wtasng przeksztatcenia liniowego L nazywamy liczbe A € C dla
ktérej istnieje niezerowy wektor f € R" spetniajacy warunek:

ratora L i oznaczamy o(L).

(3)
.Am} nazywamy widmem ope-
Uwaga 1
Kazdy niezerowy wektor f € R" z (3) nazywamy wektorem wtasnym operatora
L odpowiadajagcym wartosci wtasnej A.
«O» «Fr» «E>» «E>» ANV &4
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Wyktad IX. Wartosci wtasne

Podprzestrznig liniowg ker(L — Al) = {f € R" : L(f) = Af} nazywamy
podprzestrznig liniowa wektoréw wtasnych odpowiadajacych wartosci wtasnej A.
Krotnosci wartosci wtasnych.
Krotnos¢ geometryczna kg (\)

kg(\) = dim ker(L — \/)
Krotnos¢ algebraiczna k,(\) to

ka(A) = dimker(L — A)" = ky(A) > kg(N).
«O» «Fr» «E>» «E>» ANV &4

2




Wyktad IX. Wartosci wtasne

A - warto$¢ wtasna operatora L : R” — R" <—

det[A, — \E] =0

(tzn., A - pierwiastek wielomianu charakterystycznego det[A; — AE]).

Niech A € o(L) - warto$¢ wtasna operatora L : R” — R".

Krotnosc¢ geometryczna kg(\) to
kg(X) = dimker(L — X)) = n—rz [A; — \E]

Krotnos¢ algebraiczna k,(\) = dimker(L — X)" jest réwna krotnosci alge-
braicznej \ jak pierwiastka wielomianu charakterystycznego det[A; — AE].

4
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Dziekuje za Uwage!
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