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Wyktad VIII. Przestrzenie liniowe. Przypomnienie

Definicja przestreni liniowej

Niepusty zbiér V' nazywamy rzeczywista (zespolona) przestrzenig li-
niowa jezeli:
@ dla dowolnych elementéw f,g € V jest oikreslona ich suma
f+geV;
o f+g=g+f - przemiennos¢ dodawania;
o (f+g)+z="f+(g+ z) - lacznos¢ dodawania;
o istnieje element neutralny 0 € V takize f +0=1f, Vf e V;
o Va € R (o € C), Vf € V okreslony jest iloczyn .- f € V;
o dla kazdego f € V, 3 element przeciwny —f € V taki ze
f+(—f)=0;
o l-f=f, af(f-f)=(apf)-f);
o (a+p)-f=a-f+8-f, a-(F+g)=a-f+a-g.
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Wyktad VIli. Przestrzenie liniowe. Przypomnienie

Przyktady

© Wj[x] - zbidr wszystkich wielomianéw stopnia < n;

o W]a, b] - zbidr wszystkich wielomianéw na [a, b];

Wi [a, b] - zbiér wszystkich wielomianéw stopnia £ n na [a, b];
Cla, b]- zbiér wszystkich funkcji ciagtych na [a, br

M s m - zbidr macierzy wymiaru n x m;

R = {f = (x1,x2,...,%n) : xi € R};
C'={f=(z1,2,...,2n) : z € C}.
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Wyktad VIII. Przeksztatcenia liniowe.

Definicja przeksztatcenia liniowego.

jest liniowe, jesli spetnia warunki

Uwaga

Niech U, V s3 przestrzeni liniowe. Méwimy ze przeksztatcenie L : U — V
o L(f+g)=L(f)+ L(g), dla dowolnych f,g € U;

o L(af) = al(f) dla dowolnych f € U, a € R (a € C).

Przeksztatcenie liniowe = operator liniowy. I
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Wyktad VIII. Przeksztatcenia liniowe. Przyktady.
Pierwsza pochodna, L = ot
moze by¢ U = C|a, b]?

sensowny wybér U, tzn. U = W,[x] lub U = W(a, b] lub U = W|a, b] ale czy
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Wyktad VIII. Catka, L(f) = f° f(x)dx.

DA




Wyktad VIII. Catka, L(f) = [ f(s)ds, x € [a, b].




Wyktad VIII. Przyktad.

U= Mn><n.
L(A) =detA dla A= My, N4

S

L,(JA)Z det 2 A= det A=A L(ﬂ)




Wyktad VIII. Przyktad.

L(X17X27X3) = L(X,y,Z) = (X—i—Z,y—|—Z)
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Wyktad VIII. Przyktad.

L(x,y,2) = (Ix],y)
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Wyktad VIII. Jadro i obraz przeksztatcenia liniowego L.
Niech U, V' sa przestrzeni liniowe oraz niech L : U — V - przeksztatcenie
liniowe. Jadro przeksztatcenia liniowego

kerL={f e U : L(f)=0}.
Niech U, V sa przestrzeni liniowe oraz niech L : U — V - przeksztatcenie
liniowe. Obraz przeksztatcenia liniowego:
ImL={geV : IfelU,g=L(F)}={g=L(f) : Vfe U}
A4O0» «Fr» «Z» «E>»
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Wyktad VIII. Jadro i obraz. Wtasnosci.

Jadro operatora liniowego ker L jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni U.

Obraz operatora liniowego Im L jest podprzestrzenia liniowa przestrzeni V.
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Wyktad VIII. Jadro i obraz. Wtasnosci.

Bardzo wazna réwnos¢
Niech U, V sa przestrzeni liniowe oraz niech L : U — V - przeksztatcenie
liniowe. Wéwczas zachodzi wzér

dim U = dimker L+dimIm L.

Wyznaczyé wymiar jadra i obrazu przeksztatcenia liniowego, L : R® — R2.

L(x,y,z) = (x — 3y + 2z, —2x + b6y — 4z)

3 =dimker L+ dimIm L. = szukamy dimker L
L(x,y,z) =0= (x — 3y +2z,—2x + 6y — 4z) = (0,0)
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Uktad réwnan liniowych

{ x—3y+2z=0

—2x+6y —4z=0

Wyznaczy¢é wymiar jadra i obrazu przeksztatcenia liniowego, L : R3 — RR?

£W4+WZ“>\"’L
~

x—3y+2z=0 N x—3y+2z=0
—2x+6y —4z=0
ker L={f =By —2z,y,z) : Vy,ze R} —
Wektory bazowe:
h=(3,1,0)

0=0
(dlay =12z=0);

podprzestrzen liniowa

R3.
f2 - (_2707 1)
f1, f» baza dla ker L bo dla kazdego f € ker L:

(dlay=0, z=1).
f =yh + zfo,— dimker L = 2,

—

dimim L =1.
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Wyktad VIII. Przeksztatcenie réznowartosciowe.
Przeksztatcenie réznowartosciowe.

Przeksztatcenie liniowe L : U — V nazywamy réznowartosciowym jezeli z
tego ze f # g € U wynika L(f) # L(g)
Twierdzenie.

(1
AY

/
ne... = F4£9, 3¢ LA =409 =5 W= $-9+#0
L= L - LAQ)

& kwl D10
0 .::7 (AG/W‘LI.

_ - /C Z’(‘@)-E [I( M)c 0
we wrly, ugo , 3=, 42, g%% " L(9)=2h(w) =0
=N L,.@; Lg =7 Y.
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Przeksztatcenie liniowe L : U — V jsst réznowartosciowym <= ker L = {0}




Wyktad VIII. [zomorfizm.

Przeksztatcenie liniowe L : U — V jest izomorfizmem <= {
Twierdzenie

v

Przeksztatcenie | réznowartosciowe.
Przeksztatcenie liniowe L : U — V nazywamy izomorfizmem jezeli L jest
réznowartosciowym oraz Im L = V.
Innymi stowy:

ker L = {0}
Im L=V

Izomorfizm miedzy U i V istnieje <= dim U =dim V.
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Wyktad VIII. Izomorfizm

Kazda przestrzenia liniowa U wymiaru dim U = n jest izomorficzna do
przestrzeni R” (lub C").

Whiosek |I.

Mamy: przeksztatcenie liniowe L : U — V/, gdzie dim U = n, dim V = m.
Istnieje izomorfizm T, : U — R". Podobnie, istnieje izomorfizm T, : V — R™
Odwzorowanie L = R,,LR; ' bedzie przeksztatceniem liniowym z R" do R™

Wazny Whniosek.

Badanie przeksztatcenia liniowego L : U — V jest rownowazne do badania
przeksztatcenia liniowego L : R” — R™.

A4O0» «Fr» «Z» «E>» = Q>
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Wyktad VIII. Okreslenie izomorfizmu T, : U — R".

Niech wekrory fi,f,.
ci, 0, ..., C, takie ze

f, jest baza przestrzeni liniowej U. Wow-
czas, dla kazdego f € U istniejg jednoznacznie okreSlone liczby

f=ah+cobh+...+cify

Liczby c1, ¢, . .. c, nazywamy wspotrzednymi wektora f w bazie fi, fo, .

Tof = (c1, 2,

.

..y Cn).
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Wyktad VIII. Izomorfizm T, : U — R".

Tof = (c1, o2,

.., Cn).
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Wyktad VIII.
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Wyktad VIII.
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Wyktad VIII.
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