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Wyktad VII. Przestrzenie liniowe.
W(x] - zbiér wszystkich wielomianéw rzeczywistych (zespolonych) l

e f(x),g(x) € W[x] = f(x) + g(x) € WI[x];

o f(x)+g(x) = g(x) + f(x);

o (f(x) + g(x)) + z(x) = f(x) + (g(x) + z(x));

o dla wielomianu zerowego g(x) =0 mamy f(x) 4+ 0 = f(x);

o VaeR (a € C), Vf(x) € W[x] = a- f(x) € W]x];

o dla kazdego f(x) € W([x], 3 —f(x) € W|x] taki ze f(x) + (—f(x)) =0;

o 1-f(x) =f(x), a(B-f(x))=(ap)-f(x))

o (a+pB)-f(x)=a-f(x)+8-f(x), a-(f(x)+g&(x))=a-f(x)+a-g(x).
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Wyktad VII.

Rysunek: Marnujemy czas?
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Wyktad VII. Przestrzenie liniowe.

Definicja przestreni liniowej

Niepusty zbiér V' nazywamy rzeczywista (zespolona) przestrzenig li-
niowa jezeli:
@ dla dowolnych elementéw f,g € V jest oikreslona ich suma
f+geV;
o f+g=g+f - przemiennos¢ dodawania;
o (f+g)+z="f+(g+ z) - lacznos¢ dodawania;
o istnieje element neutralny 0 € V takize f +0=1f, Vf e V;
o Va € R (o € C), Vf € V okreslony jest iloczyn .- f € V;
o dla kazdego f € V, 3 element przeciwny —f € V taki ze
f+(—f)=0;
o l-f=f, af(f-f)=(apf)-f);
o (a+p)-f=a-f+8-f, a-(F+g)=a-f+a-g.

Przestrzenie liniowe. Bazy 23.11.2020
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Wyktad VII. Przestrzenie liniowe.

Przyktady

© Wj[x] - zbidr wszystkich wielomianéw stopnia < n;

o W]a, b] - zbidr wszystkich wielomianéw na [a, b];

o W,[a, b] - zbidr wszystkich wielomianéw stopnia én na [a, b];

o CJa, b]- zbiér wszystkich funkcji ciagtych na [a, b];

@ M, «m - zbidér macierzy wymiaru n x m;

o R"={X = (x1,%,...,%n) : x; €R};

o C"={Z =(z1,22,...,2) : 2z €C}. )
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Wyktad VII. Przestrzenie liniowe.

Definicja podprestrzeni liniowe;.

Niech V - przestrzen liniowa. Niepusty zbiér W C V nazywamy podprzestrzenia
liniowa przestrzeni V' jesli spetnione sg warunki

o f,geW — f+ge W,

o Vo, VfeW — a-feW.

Przyktady podprzestrzeni.

Przestrzenie liniowe. Bazy
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Przyktady podprzestrzeni.

Przestrzenie liniowe. Bazy
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Wyktad VII.
Liniowa zalezno$¢ wektoréw
Wektory f1, fo, ..., f, przestrzeni V' sg liniowo zalezne jezeli istniejg wspdt-
czynniki c1, Ca, . . . ¢y nie wszystkie rowne 0 i takie, ze

ah+oh+...+cf,=0
W przeciwnym przypadku moéwimy, ze wektory fi, fr,
zalezne

Uwaga

., fn sa liniowo nie-

Nieskonczony uktad wektoréw w przestrzeni liniowej jest liniowo niezaleznym

jezeli kazdy jego skonczony poduktad jest liniowo niezalezny. W przeciwnym
przypadku méwimy ze uktad ten jest liniowo zalezny.

Przestrzenie liniowe. Bazy
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Wyktad VII. Powtoka liniowa.

Podprzestrzen liniowa generowana przez zbiér wektoréw

Wekrory fi, f, ... fi przestrzeni liniowej V. Zbiér wszystkich kombi-
nacji liniowych

cifhh + b+ ...+ ckfy, ¢ €R (C,‘G(C)
nazywamy powtoka liniowa wektoréw fi, fo, ... fi i oznaczamy przez

span{fi, fr...fc}.

W = span{fi, fp...fc} jest najmniejsza (w sensie zawierania) podprzestrzenia
liniowa przestrzeni V ktéra zawiera wektory fi, f, . .. fr. Dlatego, méwimy ze
podprzestrzenn W jest generowana przez zbiér {fi, fo, ..., fx}.

40> 4F» «=» « = = o>
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o wektory fi, f>, ... s3 liniowo niezalezne;
o span{fi,fh...fr} =V

... fx spetniajacy warunki:
@ kazda niezerowa przestrzen liniowa ma baze;
o dowolny zbiér wektoréw liniowo niezaleznych w przestrzeni liniowej mozna
uzupetni¢ do bazy tej przestrzeni;
tej przestrzeni takze sktada sie z n wektoréow.

o jesli baza przestrzeni V sktada si¢ z n wektoréw n € N to kazda inna baza

Wyktad VII.
Bardzo wazna definicja BAZY
Baza przestrzeni V' nazywamy uktad wektoréw fi, f>,

Przestrzenie liniowe. Bazy

o Wymiarem przestrzeni liniowej V' nazywamy liczbe wektoréw tej bazy.
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Wyktad VII. Wymiar przestrzeni

Przestrzen n-wymiarowa V

dimV =n <= Przestrzen V ma baze z n wektoréw f1, 1, ..., f,.
Wspoétrzedne wektora w bazie.
Niech fi,f, ..., f, jest baza przestrzeni V i niech f € V dowolny wektor.
Woéweczas istnieja liczby c1, ¢, . . ., Cn takie ze

f=cf+obh+...+cf,

gdzie liczby ci1, ¢, . . . cp sa okreslone jednoznacznie

Liczby c1, ¢, ... c, nazywamy wspotrzednymi wektora £ w bazie fi, f,

Przestrzenie liniowe. Bazy
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Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Przestrzen R”

Rn:{f:(X17X27"'7Xn) : X’ER}

Wymiar dimR" = n.
Baza standardowa

e = (1,0,0,...0)
e =(0,1,0,...0)
e3=(001, 0)

en = (0,0,0,...1)
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Przestrzenie liniowe. Bazy 23.11.2020



Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Przestrzen R"

R" = {f = (X1,X2,

ceyXp)

X,'ER}

Przestrzenie liniowe. Bazy
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Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Twierdzenie.

Wektory

jest baza R" <—

GhSh

fn= (anaXn2aXn37 ..

X111 X12 X13
X21 X22  X23
X31 X32 X33

Xpl  Xn2  Xn3

= (x11, X12, X13, - -
= (x01, %22, X23, . .
= (x31, X32, X33, . .

'Xln)
. X2n)
.X3n)

-S40

X1n
X2n

X3n | #£ Q.

Xnn

Przestrzenie liniowe. Bazy
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Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Twierdzenie.

Jesli
X11 X12 X13 ... Xin
X21 X222 X23 ... X2p
rz X31 X32 X33 ... X3p
Xpl Xn2 Xp3 ... Xpp

to uktad wektoréw

fi = (x11,x12, X13, - -
5 = (X1, X22, X23, . .
f3 = (x31,X32, X33, . -

~

= (anaXn2;Xn3’ ..

zawiera k liniowo niezaleznych wektoréw

Przestrzenie liniowe. Bazy

- X1n)
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Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Przestrzen W,[x]

Wh[x] - zbiér wszystkich wielomianéw stopnia < n

Wymiar dim Wy[x] = n+ 1.
Baza standardowa

eo(x) =1, e(x)=x,...e(x)=xK ...

A4O0» «Fr» «Z» «E>»
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Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Przestrzen W/|x|
W/(x] - zbiér wszystkich wielomianéw.

Wymiar dim W([x]| = oco.
Baza standardowa

eo(x) =1, e(x)=x,...e(x)=x5 ... ex(x)=x"
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Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Przestrzenie liniowe. Bazy
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Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Przestrzen M, «m

M m - zbidr macierzy wymiaru n x m
Wymiar dim Myspy = n - m.

Przestrzenie liniowe. Bazy
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Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Przestrzenie liniowe. Bazy
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Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Przestrzenie liniowe. Bazy
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Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Przestrzenie liniowe. Bazy
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Wyktad VII. Przestrzeni podstawowe

Przestrzenie liniowe. Bazy
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