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Free Hand


Wyktad VI. Uktady réwnan liniowych.

Uktadem m réwnan liniowych z n niewiadomymi xi,
uktad postaci

a11x1 + aXxo +

...+ aipnxp, = by,
a1 X1 + axnXxe +

...+ anxp = by,
am1X1 + ameXxo +
gdzie aj € R, bj € R.

oo+ amnXn = bm

... Xp Nazywamy
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Wyktad V. Uktady réwnan liniowych.

Posta¢ macierzowa uktfadu (1).

uktad (1) <<= A-X=B8B.
gdzie
ail A ain by X1
A_ | @ a2 20 | p_ by Cox=| 2.
dml  dm2 dmn bm Xn
A - macierz gtéwna uktadu (1),
X - macierz niewiadomych,

B - macierz wyrazéw wolnych
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Wyktad VI. Rzad macierzy.

Definicja. Minor macierzy stopnia k

Niech A macierz wymiaru m x n oraz 1 < k < min(n, m). Minorem

stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowej

stopnia k stworzonej z elementéw k wybranych wierszy oraz k wy-
branych kolumn macierzy A.

Definicja.

y

Niech A macierz wymiaru m X n. Rzedem macierzy A nazywamy
najwiekszy stopien jej niezerowego minora.

Rzad macierzy A oznaczamy przez rz A. Rzad macierzy zerowej jest 0.

 S—
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Wyktad VI. Twierdzenie Kroneckera-Capellego.

Niecz A- X = B — posta¢ macierzowa uktadu réwnan (1). Macierz

ai a2 ... an | b
(AB]= | ¥ 2 - 0 bo
dml dm?2 . amn bn
nazywamy macierzg rozszerzong uktadu (1)
Twierdzenie Kroneckera-Capellego.

Uktad réwnan liniowych (1) ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy
rzad macierzy gtéwnej uktadu A jest réwny rzedowi macierzy rozsze-
rzonej [A|B] tego ukfadu, tzn.

rz A = rz [A|B].
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Wyktad V. Whnioski z dowodu Twierdzenia Kroneckera-Capellego.

Mamy uktad réwnan A- X = B.

Uktad sprzeczny
rz A # rz [A|B]

Uktad oznaczony
rz A=rz [A|B] = n.

Uktad nieoznaczony
rzA=rz[ABl]=r<n

—> Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zateznych od n—r
parametrow!
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Wyktad VI. Algorytm rozwigzywania uktadéw nieoznaczonych.

Metoda najwigkszego minora.
| krok. Szukamy niezerowy minor stopnia r = rz A = rz [A|B] < n;
K

rok. Usuniecie wszystkich wierszy uktadu (1) znajdujacych sie poza
wyréznionym minorem;

rok.

parametrami.

Utworzenie i rozwiazanie uktadu Cramera z r niewiadomymi oraz n — r
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Wyktad VI. Czego nam jeszcze brakuje?

Jak szybko obliczy¢ rzad macierzy?
Definicja macierzy schodkowe;.

Macierz A nazywamy schodkowa gdy pierwsze niezerowe elementy
(tzw. schodki) w kolejnych niezerowych wierszach tej macierzy znaj-
duja sie w kolumnach o rosnacych numerach.
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Wyktad VI.

Bardzo waznel!!

schodkéw).

Rzad macierzy schodkowej jest rowny liczbie jej niezerowych wierszy (tzn. liczbie
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Wyktad VI.

IDEA obliczenia rzedu macierzy A
Moze warto przeksztatczyé macierz A do macierzy schodkowej za
pomoca operacji nie zmieniajagcych rzedu macierzy?

Twierdzenie o operacjach nie zmieniajacych rzedu macierzy.

Podane ponizej operacje elementarne na macierzy nie zmieniaja jej rzedu
@ zamiana miedzy soba dowolnych wierszy (kolumn);

(kolumn) pomnozonych przez dowolne state.

@ pomnozenie dowolnego wiersza (kolumny) przez liczbe r6zna od zera;
@ dodanie do ustalonego wiersza (ustalonej kolumny) sumy innych wierszy

Uktady réwnan liniowych

A4O0» «Fr» «Z» «E>»

DAy
16.11.2020 10 / 21



Wyktad VI.

Przyklad uktadu sprzecznego
X+2y —z=1, 1 2 11
2x—y+2z=3, = [AB]l=|2 -1 2 | 3
3x+y+z=5 3 1 1 5
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Wyktad VI. Przyklad uktadu sprzecznego.
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Wyktad VI. Przyklad uktadu nieoznaczonego

2x+y—z+2t=1,
2x + 2z + 3t = —1,

2x +2z4+t=4

= [A|B] =
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Wyktad VI. Przyklad uktadu nieoznaczonego
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Wyktad VI. Metoda eliminacji Gaussa dla uktadéw liniowych.
Réwnowazne uktady
Mowimy ze uktady réwnann liniowych
AX =B i

AX=HB
sa réwnowazne jezeli zbiory ich rozwiazan s3a identyczne.
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Wyktad VI. Metoda eliminacji Gaussa dla uktadéw liniowych.

Operacje na wierszach macierzy rozszerzonej [A|B] uktadu réwnan

liniowych AX = B ktére przeksztalcaja jego do uktadu réwnowaznego.
@ zamiana miedzy sobg dowolnych wierszy w; <= wy;;

@ pomnozenie dowolnego wiersza przez liczbe rézna od zera;
dowolne state.

o dodanie do ustalonego wiersza sumy innych wierszy pomnozonych przez

o skreslenie wiersza ztozonego z liczb zerowych.
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Wyktad VI. Metoda eliminacji Gaussa dla uktadéw liniowych.

o dla ukfadu réwnan liniowych AX = B budujemy macierz roszczerzona

niewiadome
T T oy
bt }
ai1 @12 -+ @in| b
@21 Q32 .- Q2n | by
[A|B] = ;
Am1am?2 Amn| by

Rysunek: macierz roszczerzona

@ dokonujemy operacje elementarne sprowadzajac ja do postaci
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Wyktad VI. Metoda eliminacji Gaussa dla uktadéw liniowych

niewiadome parametry
Ty Th T Ty Ty,
R ' '
O!Slr+l-~ Sin | 21
- 0S2r41--- S2n | 22
[A'|B'] = 0 S
1jSrrdleo Srn | 2r
________ 170 0 |%r+1
o 0v 0 ™
Rysunek: macierz réwnowaznego uktadu
I'l 21 S1r41  Sir42 . Sin
T Z2 S2r41  S2r42 .-
T, zr
o

'
xr+1
/
S2n Try2
Srr41 Srr42

Rysunek: rozwigzania uktadu AX = B.
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Wyktad VI. Przyklad uktadu nieoznaczonego. Ponownie.

2x+y—z+2t=1, 21 -1 2] 1
2x+2z+3t=-1, = [AB]=|2 0 2 3| -1
2x +2z+t=4 2 0 2 1 4
21 -1 2] 1 20 2 3| -1
rz[ 20 2 3| -1|=rz|0 1 -3 -1| 2 | =
2 0 2 1| 4 00 0 —2| 5 |
20 2 0 —1+125:$ 10 1 of £
rz| 01 =3 0 _%:_j —rz| 0O 1 =3 0 _%
00 0 1 -3 00 0 1| -3
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Wyktad VI. Przyklad uktadu nieoznaczonego. Ponownie.

Niech x{ = x, x5 = y, x} = t - niewiadome; x; = z - parametr. Mamy dla
zmiennych x{ ... x,

100 1| L
_ 1
[AB]=]0 1 0 -3 —2
001 O -3
Rozwigzanie
X1 X L z B _z
% |=1y|= —% —| =3z | = —%—i—?)z
5 5
Z powrotem do réwnowaznego uktadu
X = 143 -z,
y = _% + 321
t=—3
2
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