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Free Hand


Wyktad V. Uktady réwnan liniowych.

Fakt I.
Réwnanie postaci

aix1+axxo+...+apxp=>b
mych x1,...x, € R

gdzie a; € R, b € R nazywamy réwnaniem liniowym o n niewiado-
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Wyktad V. Uktady réwnan liniowych.

Fakt II.
Uktadem m réwnan liniowych z n niewiadomymi xi, ... x, nazywamy
uktad postaci

aiixi + apxe + ... + aipxnp = b1,

apix1 + apxo + ...+ axpxp = by,

amix1 + am2x2 + ...+ amnXp = by
gdzie ajj € R, b € R.

(1)
Uktad (1) jednorodny <= by =by...bp=0
Uktad (1) niejednorodny <= 3 b; # 0.
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Wyktad V. Uktady réwnan liniowych.

Fakt Ill.

‘Faktlg. ...
Rozwigzaniem uktadu (1) nazywamy ciag liczb rzeczywistych
Xi,...X, po podstawieniu ktérych do (1) otrzymujemy réwnos¢.
o Uktad (1) oznaczony <= istnieje doktadnie jedno rozwigzanie xq,
o Uktad (1) nieoznaczony <=
X1y oo Xn;
o Uktad (1) sprzeczny <=

- < 5
istnieje nieskonczenie wiele rozwiazan
nie istnieje rozwigzan xi, ... Xp
Uwaga
Uktad (1) jednorodny <= oznaczony lub nieoznaczony.
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Wyktad V. Uktady réwnan liniowych.

Uktad oznaczony

{X1+X2=1,

X1—X2:0,
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Wyktad V. Uktady réwnan liniowych.

Uktad nieoznaczony

{ x1+x =1,

2x1 + 2% =B,
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Wyktad V. Uktady réwnan liniowych.

Uktad sprzeczny

{X1+X2=1,

x1 +xo =0,
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Wyktad V. Uktady réwnan liniowych.

Jak znalez¢ rozwigzanie uktadu (1)?

I\

Rysunek: moze MACIERZY?
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Wyktad V. Uktady réwnan liniowych.

Posta¢ macierzowa uktfadu (1).

uktad (1) <<= A-X=B8B.
gdzie
ail A ain by X1
A_ | @ a2 20 | p_ by Cox=| 2.
dml  dm2 dmn bm Xn
A - macierz gtéwna uktadu (1),
X - macierz niewiadomych,

B - macierz wyrazéw wolnych
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Wyktad V. Uktady réwnan liniowych.

X1

X2

Uktad Cramera
Uktad (1) nazywamy uktadem Cramera jesli A - macierz kwadratowa
(tzn., m = n) i nieosobliwa (tzn. det A 0).
Uktad Cramera jest uktadem oznaczonym i

by
_al.| B2
Xn

bp,
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Wyktad V. Wzory Cramera.

Twierdzenie.
Rozwiazanie x1, . .., x, uktadu Cramera jest okreslone wzorem:
det A det As det A,
X1 = Xy = . Xp =
detA’ detA’ "7 detA
gdzie
by awx ... ain air an . by
b, a ... a a a ... b
detA; =| 2 22 20 detA, = | Tt 9% 2
b, am dnn dnl dn2 b,
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Wyktad V. Wzory Cramera. Szkic dowodu.
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Wyktad V. Uktady réwnan liniowych.

Uktad n réwnan i n niewiadomych, ale nie uktad Cramera, co bedzie?

x1+x =1,
2x1 + 2xp =

{X1+X2=1,

x1 ¥+ x =0,
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Wyktad V. Rzad macierzy.

Definicja. Minor macierzy stopnia k

Niech A macierz wymiaru m x n oraz 1 < k < min(n, m). Minorem

stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik macierzy kwadratowej

stopnia k stworzonej z elementéw k wybranych wierszy oraz k wy-
branych kolumn macierzy A.
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Wyktad V. Rzad macierzy.

Definicja.

Niech A macierz wymiaru m X n. Rzedem macierzy A nazywamy
najwiekszy stopien jej niezerowego minora.

Rzad macierzy A oznaczamy przez rz A. Rzad macierzy zerowej jest 0. )
@ rzad macierzy kwadatowej A stopnia n jest: rz A=n gdy det A #£ 0 i
rz A< ngdy det A= 0;
o dla macierzy A wymiaru m x n,
o rzA=rz AT:

gtéwnej przekatne;.

1 <rz A< min(m,n);

o rzad macierzy tréjkatnej jest rowny liczbie jej niezerowych elementéw na
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Wyktad V. Rzad macierzy A?.

4 0 -8 0
2 0 -4 0
A= 30 -6 0
10 -2 0
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Wyktad V. Twierdzenie Kroneckera-Capellego.

Niecz A- X = B — posta¢ macierzowa uktadu réwnan (1). Macierz

ai a2 ... an | b
(AB]= | ¥ 2 - 0 bo
dml dm?2 . amn bn
nazywamy macierzg rozszerzong uktadu (1)
Twierdzenie Kroneckera-Capellego.

Uktad réwnan liniowych (1) ma rozwigzanie wtedy i tylko wtedy gdy
rzad macierzy gtéwnej uktadu A jest réwny rzedowi macierzy rozsze-
rzonej [A|B] tego ukfadu, tzn.

rz A = rz [A|B].
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Wyktad V. Whnioski z dowodu Twierdzenia Kroneckera-Capellego.

Mamy uktad réwnan A- X = B.

Uktad sprzeczny
rz A # rz [A|B]

Uktad oznaczony
rz A=rz [A|B] = n.

Uktad nieoznaczony
rzA=rz[ABl]=r<n

—> Uktad ma nieskonczenie wiele rozwigzan zateznych od n—r
parametrow!
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Wyktad V. Twierdzenie Kroneckera-Capellego.

{ X1 +x0 =1,

x1—2x, =0,

X1 +x2 =1,
2x1 + 2x0 =

{X1+X2=1,

X1 + X2 :07
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Wyktad V. Algorytm rozwigzywania uktadéw nieoznaczonych.

Metoda najwigkszego minora.
| krok. Szukamy niezerowy minor stopnia r = rz A = rz [A|B] < n;
K

rok. Usuniecie wszystkich wierszy uktadu (1) znajdujacych sie poza
wyréznionym minorem;

rok.

parametrami.

Utworzenie i rozwiazanie uktadu Cramera z r niewiadomymi oraz n — r
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Wyktad V. Algorytm rozwigzywania uktadéw nieoznaczonych

xX—2y+z=3,
3x + 5y — 2z =4,
2x —4y +2z=106
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Wyktad V. Przyktad.
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