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Wyktad Ill. Macierz, co to jest?

Macierza rzeczywistg (zespolong) wymiaru m - n, gdzie m,n € N nazy-
ustawionych w m wierszach i n kolumnach

wamy prostokatna tablice ztozong z m- n liczb rzeczywistych (zespolonych)
411 412 ... din
a a ... a
A= Amxn = a2 = = [aj]mxn = [aj]-
dml  dm2 dmn
-5
2 3
A—A2x2—[_5 8]’ B =By =

0
—-1,5

8
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Wyktad Ill. Macierzy

Macierzy
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Wyktad lll. Rodzaje macierzy

Macierz zerowa

0 0
Omxn = [aij]ana djj = 0, Ooxp = l 0 0 ]

Macierz kwadratowa

@ gdy m = n, macierz Apxp, nNazywamy macierza kwadratowa, n
nazywamy stopniem macierzy kwadratowej i piszemy A, = Apxn;

o Elementy macierzy kwadratowej aj;, 1 < i < n tworza gtéwna przekatna

macierzy
-5 0 1 -5 0 1 6
0 4 2 0 4 27
Aa =1 _q 1,5 4 |’ Baxa =1 _19 1,5 4 9
3 6 1 3 6 1 1
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Wyktad IIl. Macierz kwadratowa

Macierz kwadratowa
@ A, — macierz diagonalna <= a;; =0, gdy i # j
a1l 0 ce
A, = L

0
aro 0
0 0 -
@ A, — macierz jednostkowa <= a;j =0, gdy i # joraz a;; = 1
1
Iy =

0O ... O
0O 1 ... O
= Ay = .
o 0 ... 1
”
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Wyktad lll. Dziatania na macierzach

Macierz transponowana
Macierz wymiaru m x n
a1l aip ...
A=

dln
dp1 a2 a2n
dml a4m2 amn
Macierz transponowana AT wymiaru n x m
d11 a21 ... amil
AT — a2 422 ... am2
din ad2n ... Aamn
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Wyktad lll. Dziatania na macierzach

Suma macierzy

macierz C = A+ B wymiaru m x n, ktérej elementy c;; s3 okreslone wzorem
Cij = ajj + b,'j,
Przyktad
2
3

-1

Macierzy A = [a;] i B = [bjj] wymiaru m x n. Suma macierzy A i B nazywamy

oom o j=1...n
4 3 -1 1 -2
1 5 2 0
0 7 6

241 442 3-2 —-1+47

4 -1 | = 340 1+2 544 2-1 :
1 3 3 -1-2 041 74+3 6+3
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Wyktad lll. Dziatania na macierzach

lloczyn macierzy przez liczbe

Macierz A = [aj] wymiaru m x n i liczbe ¢ € C. lloczynem macierzy A przez

liczbg ¢ nazywamy macierz D = cA wymiaru m x n ktérej elementy dj; s3
okreslone wzorem

cail caip ... Cain
ca ca ... Gca
Cami €Cam2 ... Camn

: 1.0 7 |. .
Przyktad Niech A = [ 0 1 13 1 i ¢ = 2. Wbéwczas

10 7 2 0 14
D_2A_2[0 1 13]_[0 2 26]'
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Wyktad lll. Dziatania na macierzach

Wtasnosci

e A+ B=B+A;

o A+(B+C)=(A+B)+C;
(cd)A = c(dA);

1-A=A;
c(A+ B) =cA+cB;
(c+d)A=cA+dA
(cA)T = cAT;

(A+B)T =AT +BT.
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Wyktad lll. Dziatania na macierzach

lloczyn macierzy

Macierz A = [ajj] wymiaru m X n i macierz
macierzy A i B nazywamy macierz

= [bjj] wymiaru n x p. lloczynem
C11 Cl2 ... Cip
C—A.B— €1 C2 ... Cp
Cmi Cm2 --- Cmp
wymiaru m x p, ktérej elementy c;; s3 okreslone wzorem
n

Cjj = Z ajxbyj = aj1b1j + appboj + ...+ ajpby, i=1,...,m, j
k=1

= 1000 =1,...,p.
v
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Wyktad Ill. lloczyn macierzy

‘ lloczyn macierzy A i B nie zawsze istnigje!
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Wyktad Ill. lloczyn macierzy

1
A=| 2 B=[1123 4]
3
1 2 3 4
B-A nieistnieje,ale A-B=|2 4 6 8
369

—
N
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Wyktad lll. lloczyn macierzy.

e A(BC) = (AB)C;
A(B+ C) = AB + AC;
(A+ B)C = AC + BC;
c(AB) = (cA)B = A(cB);
AB # BA;

(AB)T = BTAT,
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Wyktad lIl. Wyznaczniki.

Kazdej macierzy KWADRATOWEJ A = [aj;] odpowiada pewna liczba (rze-
cywista/zespolona) ktérag nazywamy wyznacznikiem macierzy A i ozna-
czamy przez det A, |A|, det[a;] lub

a11  a12 - din
dp1 a2 . azn
dnl  dn2 dnn
Macierzy
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Wyktad lIl. Wyznaczniki.

Definicja wyznacznikéw

Wyznacznik macierzy A moze by¢ okreslony w sposéb indukcyjny, tzn:

@ macierz A stopnia 1, = det A = det[a] = 3;

@ macierz A stopnia 2 —

a a
det A = 1 12 f ail - dx» — aip - asy.
dp1 a2

@ macierz A stopnia 3 —

a1 a2 a3
detA=| a1 axp ax | =
a3l a3 ass

311322333 + 312223331 + 413321332 —313822331 — 312421333 — 311323332-

o
A0 > AFPrP CE=Er = = war
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Wykitad Ill. Wyznacznik macierzy stopnia 3.

Reguta tréjkata obliczania wyznacznikéw

v

A
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Wyktad lIl. Dopetnienie algebraiczne

Niech

ail

a

a2

dnl  dan2
jest macierza kwadratowa stopnia n > 2.

Dopetnienie algebraiczne
Dopetnieniem algebraicznym elementu ajj macierzy A = [aj;] nazy-
wamy liczbe

Dy = (—1)"* det Aj;,

gdzie Ajj oznacza macierz stopnia n — 1 otrzymang przez skreslenie
i-tego wiersza i j-tej kolumny macierzy A.
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1
B
4

Dopetnienie algebraiczne
Przyktad. Obliczenie Dys.
0 -2
A= 2
5
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Wyktad Ill. Obliczenie wyznacznikéw stopnia n > 2.

Niech
dil1 di12 ... din
. . dp1 d22 ... aop
A =laj] =
dnl dn2 ... dnpn

Rozwiniecie Laplace'a wyznacznika det A wzgledem i-tego wiersza.

n
det A= a;1Dj1 + a;2Diz + ... + ainDin = Y _ ;1. Dy
k=1

Rozwiniecie Laplace’a wyznacznika det A wzgledem j-tej kolumny.

det A = allej-i-aszzj -I-a,,_, nj = ZakJDk_,
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Wyktad Ill. Obliczenie wyznacznikéw stopnia n > 2.

Przyktad 1.

ailr a12
daz1 ax

det A = = 311422 — a12a21

A
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Wyktad Ill. Obliczenie wyznacznikéw stopnia n > 2.

Przyktad 2.

dil1 di12 ... din
detA=| O 0o ... 0 |= O
dnl Aan2 --. ann

A
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Wyktad Ill. Obliczenie wyznacznikéw stopnia n > 2.

Przyktad 3. Macierz tréjkatna goérna

411 4d12 413 ... 4din
0 d22 4dz3 ... azp

det A = 0 0 a3 ... asp | = a“Qna“'.._ 'a-vm
0 0 0 &
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Wyktad Ill. Obliczenie wyznacznikéw stopnia n > 2.

Przyktad 4. Wyznacznik macierzy D = cA

Call caip ... GQain
ca ca . ca 4
det D = detcA = | €92t 322 211 = " JA /]
Cami €Cam2 ... Camn
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Dzigkujg za Uwage!
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