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Free Hand


Wyktad II. Wielomiany

Wielomianem rzeczywistym stopnia n € NU{0} nazywamy funkcje : R — R
okreslong wzorem

W(x) = apx" + ap_1x"L 4+ . aix + ag,
gdzie aj €c R, x€ R, a, #0.

Wielomianem zespolonym stopnia n € NU{0} nazywamy funkcje : C — C:
W(z) = chz" + 12"t + ... c1z + co,
gdziec;eC, z€C, ¢, #0.
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Wyktad II. Wielomiany

Wielomian rzeczywistym /zespolony

wielomian
Stopien wielomianu W(-) oznaczamy przez deg W, tzn. deg W = n.

Dla sumy i iloczynu wielomianéw P(-) i Q(-) mamy
deg(P + Q) < max{deg P,deg Q};

deg(P - Q) = deg P + deg Q
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Wyktad II. Wielomiany

Wielomian S(x) jest ilorazem a wielomian R(x) jest reszta z dzielenia wie-
lomianu W(x) przez wielomian Q(x), jesli zachodzi warunek

W(z) = Q(x)S(x) + R(x),
gdzie deg(R) < deg Q.
Q.

Jezeli R = 0, to méwimy ze wielomian W jest podzielny przez wielomian
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Wykitad Il. Wielomiany

Q(x)=x+1.

Obliczy¢ iloraz i reszte z dzielenia W(x) = 8x* + 3x? + 5x — 6 przez
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Wyktad II. Wielomiany

Pierwiastki

Liczbe rzeczywista xp (zespolona zy) nazywami pierwiastkiem rzeczywistym
(zespolonym) wielomianu W(x) (W(z)), jezeli W(xg) = 0 (W(z) = 0).

Wielomian zespolony W(z) = z? + 1 ma 2 pierwiastki zg = i, z; = —i

Wielomian rzeczywisty W(x) = x? + 1 nie ma zadnego pierwiastka.
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Wykitad Il. Wielomiany

Twierdzenie Bézout

S(x) taki ze

Liczba xo bedzie pierwiastkiem wielomianu W(x) <= istnieje wielomian

W(x) = (x — x0)S(x).

degS = deg W — 1. l
Kazdy wielomian W stopnia n ma co najwyzej n pierwiastkéw. I
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Wykitad Il. Wielomiany
Wielomian W stopnia 2020 ma 2021 pierwiastkéow. Czy prawda?
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Wykitad Il. Wielomiany

Zasadnicze Twierdzenie Algebry

Kazdy wielomian ZESPOLONY stopnia dodatniego (n > 1) ma co najmniej
jeden pierwiastek zespolony.
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Wykitad Il. Wielomiany

Kazdy wielomian zespolony W(z) stopnia deg W = n ma posta¢

W(z)=a(z—z)(z—2)-...(z— z,),
gdzie z1, zo, ...z, s pierwiastkami W(z).

Czy moze by¢, ze zy =z = ... z, (k< n)?

Rozktad na nierozktadalne czynniki zespolone

W(z)=a(z—2z21) - (z—2)-... (2= zp)kn
gdzie ky +...km=n, m< n.
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Wykitad Il. Wielomiany

Liczba zy jest pierwiastkiem k-krotnym dla wielomianu W(z) jesli

W(z) = (z — 20)“P(2),
gdzie ki +...km=n, m<n

P(z0) # 0.

Twierdzenie

krotnosci).

Kazdy wielomian zespolony stopnia n ma dokladnie n pierwiastkéw (liczac
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Wyktad II. Wielomiany

Obliczenie krotnosci pierwiastka.

zp — pierwiastek k-krotny wielomianu W(z) <=
gdzie

W(z) = W(z) = ... = WED(z) =0, ale W) (z) #£ 0,

dm
WM (20) = S W(2) 2=y
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Wykitad Il. Wielomiany

Przyktad obliczenia krotnosci.

W(z) = z* — 223 + 222 — 2z + 1 krotnoé¢ dla z = 1.
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Wyktad II. Wielomiany

Wzory Viéted

wielomian zespolony W(z) = anz" + ap_12""' + ... + a1z + ao,
pierwiastki wielomianu zi,z>,...,z, (z uwzglednieniem krotnosci).
Woéweczas:
an—
0ozt +... .tz =— ’;nl;
a
@ Z12p...2Zp = (—1)";3.

deg W = 2.

W(z) = 322° + a1z + ag = 2(z—z)(z—2z)= 32(22 —(z1+22)z+ 2122)

=
a a

1 0
Z1+2p = ——, 2120 = —.
an ap
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Wykitad Il. Wielomiany

Wielomian rzeczywisty W(x), czy istnieje rozktad na nierozktadalne
czynniki rzeczywiste?

W(x) — W(z) — wielomian zespolony o wspétczynnikach rzeczywistych

Twierdzenie

Liczba zespolona zy bedzie pierwiastkiem k-krotnym <= Zy — pierwiastek

k-krotny.

Dowdd.

v

W(Zo) =0 < W(Zo) =0 < W(Z()) =0 < W(fo) = 0.
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Wielomian rzeczywisty W/(x), czy istnieje rozktad na nierozktadalne
czynniki rzeczywiste?

Rozklad dla wielomianu zespolonego
Wiz)=a(z—z)" - (z—2)2-... (z—z,)
gdzie ks +...km=n, m< n.
Analiza rozktadu
o Jedli z1 € R to z1 = xq;
o Jedli z1 € (C\R, tozn =21 i ki = ko.

(z—z) (- =[z-2)z-2)f =[* - (2 +21)z + |2l

Wielomiany

22— (z14+Z1)z + |z1| = 22 — b1z + c1, gdzie by = z1 +Z; = 2Re z, ¢ = |z %
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Wykitad Il. Wielomiany

Rozktad na nier

rzeczywistego

ktadalne czynniki rzeczywiste dla wielomianu

2 k 2 ks kas Km
a(x= — bix+ 1) .. (X5 = bsx + ¢5) (X — x054+1) %t L (X — Xm )F™.
Uwagi do rozktadu

X0s41, - --Xm — — pierwiastki rzeczywiste;

71,71, 22,22,--.2s,2s — — pierwiastki zespolone.
rozktad na tréjmiany kwadratowe oraz na dwumiany
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Dzigkujg za Uwage!
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