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Formalnosci

Na koniec semestru — egzamin, 3 terminy
Ocena koncowa oblicza sie wedtug wzoru
2 1
OK=-0E+ -0z

3
@ Obecnos¢ na zajeciach;

3
o Aktywnos¢ na zajeciach;
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Ksigzki, ktore powinien przeczytaé kazdy student 10

Tereza Jurlewicz, Zbigniew Skoczylas

o Algebra liniowa 1. Definicje, twierdzenia, wzory;
o Algebra liniowa 1. Przyktady i zadania;

dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH

Rysunek:
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Zestawy zadan z algebry — do rozwigzania!!!

Zestaw 1 - Liczby zespolone

Zadanie 1. Oblicz

Algebra, WIMIIP, Inzynieria Obliczeniowa
a)(—3+3i) + (5 —6i), b)(7i+9)— (3 —161i), (:)(5 + 31') -(8—6i), d)
Zadanie 2. Niech z =2+ 37, u =3 — i, w = 2 + 2i. Oblicz

2—-3i
+4i’
a)2w—z, b w+uz, )22 —u d)2U—w+3zwu, e)wd —2u+ z,
> 2
)z + w?u?, g)z + w, h) ZZA i) Lz
u w zwu
Zadanie 3. Znajdz rozwigzanie rownania na plaszczyznie zespolonej:
a)z2+6z4+5=0, b)224+52+9=0,

)2 +62242:4+12=0, d)z'+422+3=0,

)2 + 52246 =0.

Zadanie 4. Zaznacz na plaszczyznie zespolonej nastepujace zbiory:
dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH

d){z € C: Imz # 2 A Rez = 4},
h){ze€C:z= -z},

e){z € C: Rez > 2},
i){zeC:2z+1i=28},

a){z€C:|z2+1-2i|=3}, b){zeC: % <argz < —}, c){ze€C:arg(z+2—1i)=r},
z
Algebra

f){z € C: |z] = 3},
HzeC: 2t =1},

g){z € C: 2z = 0},
k){z €@ (x4 Brnif

=9 «
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Wyktad |. Liczby Zespolone.
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Wykitad I. Liczby Zespolone. Pojecia wstepne.

Zbiér liczb naturalnych
N = {1,2,3,...2020,2021,...}
Zbiér liczb catkowitych
Z=1{..,-2020,...—1,-2,0,1,2,3,...2020,2021, ...}
Zbiér liczb wymiernych
Q:{% . VmeZ, ‘v’neN}
Symboli matematyczne.

V dla kazdego;

= wynika;

€ nalezy;

dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH

¢ nie nalezy;

3 istnieje.
Algebra
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Wyktad |. Liczby Zespolone. Pojecia wstepne.

Zbiér liczb rzeczywistych?7??

Liczba m = 3,141592653589793238462643383279502884197169... £ Q tzn 7
jest liczba niewymerna ale m ma stosunek do rzeczywistosci:

0o 1 2 %’C 4
[
Rysunek:
Jesli Srednica kofa jest 1, jego obwdd wynosi 7.
= 3 liczby niewymierne: m, V2, ...
dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH

Algebra
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Wyktad |. Liczby Zespolone. Pojecia wstepne.

Rézne liczb rzeczywistych R:

1. Zbiér liczb rzeczywistych, to zbiér wszystkich liczb - wymiernych i
niewymiernych;

2. Zbidr liczb rzeczywistych — rozszerzenie zbioru liczb wymiernych do
przestrzeni zupetnej;

3. Zbidr liczb rzeczywistych — rozszerzenie zbioru liczb wymiernych do
przestrzeni spdjnej;

4. Zbiér liczb rzeczywistych jest ciatem uporzadkowanym spetniajacym
aksjomat ciggtosci.

7

A4O0» «Fr» «Z» «E>»
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Wyktad |. Liczby Zespolone. Pojecia wstepne.

Zbidr liczb rzeczywistych R
Modelem geometrycznym zbioru liczb rzeczywistych jest tzw. prosta
rzeczywista, czyli o$ liczbowa.

RN
-3 —2 = 0 1 2 3
R '
V2 e m
Rysunek:
liczba rzeczywista x <=  punkt x osi liczbowe].
dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH Algebra
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Wykitad I. Definicja Liczb Zespolonych.

liczba zespolona z <= punkt z = (x,y) ptaszczyzny Euklidesowe;

' w

Rysunek:

A4O0» «Fr» «Z» «E>»
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Wyktad I. Definicja Liczb Zespolonych.

Liczba zespolong z nazywamy uporzadkowang pare liczb rzeczywistych (x, y).

Mamy zatem

C={z=(x,y) : VxeR, VyeR}

ptaszczyzna Euklidesowa <= ptaszczyzna licz zespolonych <= ptaszczyzna
zespolona C.

Kazda liczba rzeczywista jest liczbg zespolona:

xeR <« x=(x,0)eC.

dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH
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Wyktad |. Suma Liczb Zespolonych.

Definicja sumy

Niech z; = (x1,y1), 22 = (x2, y2). Wowczas

214+ 20 = (x1 +x,y1 + y2)

.

Interpretacja geometryczna

z1+z2

dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH Algebra
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Wyktad |. lloczyn Liczb Zespolonych.

Definicja iloczynu
Niech z; = (x1,y1), 22 = (x2, y2). Wowczas
z1-20=(x1- X2 — y1- Y,

X1 Y2+ X2 y1). )
@ Przemiennos¢
Z1 -2 = 22 71,
@ tacznosc

n+zn=2+2z;
z1 - (22 . 23) = (21 . 22) - 73, z1 + (22 + 23) = (21 + 22) + z3.
dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH
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Wykftad I. Liczby Zespolone
Przyktad. Obliczy¢ 5z, gdzie z = (x, y):
5—(50) =

52 = (5,0) - (

y)=(05-x—=0-y,

(170) ) (170) = (1’0) =1,

5:y4+0-x)=(5-x,5y)
Jednostka urojona

(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1

Z Faktu 2 dostajemy i% = —1.
dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH

i=(0,1).

Liczbe zespolong z = (0, 1) nazywamy jednostka urojona i oznaczamy ja przez i:

Algebra
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Wyktad I. Postaé Algebraiczna Liczb Zespolonych.

Cze$¢ rzecywista Re z; Cze$¢ urojona Im z liczby zespolonej z

Niech z = (x,y) € C. Wéwczas Re z=x, Imz=y.

Posta¢ algebraiczna.

Niech z = (x,y) € C. Wéwczas

z=(x,y) =(x,0)+(0,y) = x(1,0) + y(0,1) = x + iy = Re z + ilm z.
Dodawanie i mnozenie liczb w postaci algebraicznej wykonujemy tak jak
dodawanie i mnozenie wielomianéw zmiennej i.

dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH

A4O0» «Fr» «Z» «E>»
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Wykitad I. Postaé Trygonometryczna Liczb Zespolonych.

Modut |z| liczby zespolonej z = (x, y)

|z| = \/x2 +y?= \/(Re z)2 + (Im z)2.

|
!
I
1
T |O Re z

Rysunek:

|z1] - |22] = |21 - 2], |27l =27, 27!

dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH Algebra 12.10.2020 16 /



Wykitad I. Postaé Trygonometryczna Liczb Zespolonych.

Argument gtéwny arg z liczby zespolonej z # 0

Argumentem gtéwnym arg z liczby zespolonej z nazywamy kat ¢ € [0, 27)
miedzy dodatnia czescig osi rzeczywistej oraz wektorem wodzacym liczby z —

punktem ptaszczyzny Euklidesowe;.

Argument Arg z liczby zespolonej z # 0

4

Arg z = arg z + 27k, k € Z.
T Imz
J— ~_ v R
P e / \\
/ — w\\ l. |
( :, ' \II \ \ a Re =z
i ". (e} ? | Re
Yo /

dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH
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Wykitad I. Postaé Trygonometryczna Liczb Zespolonych.

Posta¢ Trygonometryczna
Kazda licbe zespolona z mozna przestawic¢ w postaci

z = |z|(cos ¢ +isin @),
gdzie p = Arg z.

Niech z;, z» € C. Woéwczas

122 = |z1] - |z2|(cos(p1 + P2) + isin(P1 + ¢2)),
Whiosek z Faktu 3. Wzér de Moivre'a

(]5j = Arg Zj.

2" = [2|"(cos(ne) + isin(ne),
dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH

nelN, ¢=Argaz.
Algebra
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Posta¢ Wyktadnicza Liczb Zespolonych.

Liczbe zespolong z = cos ¢ + isin ¢ oznaczamy krétko przez e'?:
el = cos ¢ + isin ¢
W szczegdlnosci
ez :cosz—i—isinz =0+i-1=1.
2 2

Interpretacja geometryczna

e

A
dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH Algebra 12.10.2020 19 / 26



Posta¢ Wyktadnicza Liczb Zespolonych.

Kazda licbe zespolona z mozna przestawic¢ w postaci
Z = \z|ei¢,
gdzie p = Arg z.

Dla liczby zespolonej z = (x,y) € C

gdzie

z = x +1iy = |z|(cos ¢ + isin ¢) = |z[e'?,
|z = \/x* + ¥,

dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH

¢ = Arg z,

x = |z| cos ¢,

y = |z|sin ¢.
Algebra
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Sprzezenie liczb zespolonych.

Sprzezenie liczby zespolonej

Sprzezenie liczby zespolonej z = x + iy nazywamy liczbe Z okreslona
wzorem

Z=x—ly

y

Interpretacja geometryczna

Im =z

R =y

Rysunek:

dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH Algebra 12.10.2020 21 /26



Sprzezenie liczb zespolonych.

Wtasnosci sprzezenia liczb zespolonych
0z-z=7-z=|z2=x>+y?

° |Z| = |z|;

0 z+ZzZ=2x=2Re z, z—7Z=2iy =2ilm z;

@ Z1 -2 =721 2.

i$ _ a—it

el +e7i¢
2 — — ¢ck

. e
cos p = singp =

A4O0» «Fr» «Z» «E>» = Q>
12.10.2020
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Pierwiastki liczb zespolonych

Pierwiastkiem stopnia n € N liczby zespolonej z € C nazywamy kazda
liczbe zespolong w € C spetniajaca réwnosc

= Z.

Zbiér pierwiastkéw stopnia n liczby z € C oznaczamy przez /z.

dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH

Algebra
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\/E — {L{)O,UJ]_,

gdzie

.
Kazda liczba zespolona z # 0 ma dokladnie n pierwiastkéw stopnia n:
gdzie

wn—l}:
" ( ¢p+2
wk = 1/|z| | cos

2k
isin M) (1)
n
k=0,1,2,....,.n—1, ¢=Argz, neN.
|z| jest liczba dodatnia :> pierwiastek {/|z| w (1) jest pierwiastkiem
arytmetycznym, tzn /|z| jest okreslony Jednoznacznle i tez jest liczba dodatnia
«O» «Fr «
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Pierwiastki liczb zespolonych

Interpretacja geometryczna

dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH Algebra 12.10.2020 25 /26



dr hab. Sergiusz Kuzel, prof. AGH

Dziekuje za Uwage!

Rysunek:
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