Zestaw 4 - Wyznacznik macierzy Algebra, WIMIIP, Inzynieria Obliczeniowa

Zadanie 1. Podaj jawny wzér na wyznacznik macierzy wymiaru 1 x 1, 2 x 2, 3 x 3, 4 x 4.

Zadanie 2. Oblicz wyznaczniki:

2 8 1 1 4 4 7T 5 7 2 8 10
a)l3 9 2|, b)[15 12 20|, |8 5 7|, d)]3 9 12
4 10 3 7 22 31 7T 5 7 4 10 14
Zadanie 3. Oblicz wyznaczniki:
1 8 1 1 1 8 7 8 1 1 11
) 3 3 2 b) 1 8 9 42 ) 3 3 3 1
Y4410 3) 2 16 110 5 |° |4 4 4 1
2 4 6 8 3 24 6 81 5 5 o5 1
Zadanie 4. Oblicz wyznaczniki:
1 1 11 1 113 0 2
3333 0 2010 -1
a)l5 550 0/, b1 111 —1
7T 700 0 1221 1
9 0 0 0 10 04 2 0 0

Zadanie 5. Niech dane beda macierze A i B wymiaru 10 x 10 i niech detA = 2 i det B = 3. Okreslamy
kolejne macierze nastepujaco:

1. C = [cij], c1j = 2a15, cij = agj, Viz1,

2. D = [di;], dis = 4ais, dij = aij, Vjzs,

3. E = eij], eis = 3bis, ei7 = 12bi7, €55 = bij, Vjzs.7.

Oblicz wyznaczniki macierzy C, D, E, ACD, BT ACE,CBA~,[(AB~'CD'E)~1|T.

Zadanie 6. Wykaz, ze wyznacznik rowna sie zero:

2¢+36y w+y 3w+ 37y 241 x (x+1)2
a)| 3 9 12|, b)| -3 (W-DE+D) |,
dr —y 10y  4x+9y z? 2zy + 24> (x4 2y)?
sin? x cos? z zY 1
) (z+y)* —2zy—y® y*  a?
4 4 10 8
tg €T Ctg T 6 sin xlcos x

Zadanie 7. Udowodnij, ze wyznacznik macierzy diagonalnej jest iloczynem wyrazéw na przekatnej.
(Macierz diagonalna - macierz, zwykle kwadratowa, ktérej wszystkie wspdlczynniki lezace poza gltéwna
przekatna (gléwna diagonala) sa zerowe.)

Zadanie 8. Wyprowadz wzér na wyznacznik macierzy trojkatnej dolnej, (macierz tréjkatna dolna -
macierz kwadratowa, ktorej wszystkie wspélezynniki lezace ponad gléwna diagonala sa zerowe).

Zadanie 9. WyprowadZ wzér na wyznacznik macierzy tréjkatnej gérnej (macierz tréjkatna dolna -
macierz kwadratowa, ktorej wszystkie wspélezynniki lezace ponizej gtéwna diagonala sa zerowe)
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Zadanie 10. Oblicz wyznaczniki:

] ] 0 0 1 2 3 ... n+1
0 ] ] 0 2 3 4 n+2
a) , by ... ,
n ntl .. . 94l
... 0 0 1 n(n+1) n(24n+1) n(3n+2)
5 5 e
1 1 1 ... 1 1
n+2 n—+3
2" 3" (n+2)" (n+3)"
ontl—1 J@3™—-1) ... . (42" —1) S5((n+3)" T —1)

Zadanie 11. Znalez¢ najmniejsza warto$¢ wyznacznika:

r bdxr+6
-1 T ’

Zadanie 12. Warto$cig wtasng macierzy A nazywamy taka liczbe A, dla ktérej spetnione jest réwnanie:
det(A — \I) =0.

Zmalez¢ wartosci wlasne nastepujacych macierzy:

100 120 5 6 0
a)| 02 0|, bB)[21 0] o8 40
00 3 00 0 005

Definicja 1. Niech A bedzie dowolna macierza wymiaru m X n i niech k¥ € N, k < min{m,n}.
Minorem stopnia k macierzy A nazywamy wyznacznik utworzony z elementéw tej macierzy stojacych
na przecieciu dowolnie wybranych k wierszy i k£ kolumn.

Definicja 2. Rzedem dowolnej macierzy A nazywamy taka liczbe naturalna r, ze z macierzy A
mozna wybraé¢ przynajmniej jeden niezerowy minor stopnia r, natomiast wszystkie minory stopni
wiekszych od r, jedli takie istnieja, sa réwne zero.

Uwaga 2 Operacje elementarne, ktére nie zmieniaja rzedu macierzy:

a) dodanie do dowolnego wiersza (kolumny) innego wiersza (kolumny) pomnozonego przez liczbe
rzeczywista,

b) zamiana miejscami dwéch wierszy (kolumn),
¢) pomnozenie dowolnego wiersza (kolumny) przez liczbe r6zna od zera.

Zadanie 13. Wyznacz rzedy macierzy:

111 1
;Zfz 18 7 8 333 3
A5 4 o 5| DL 8 9 4], o444 3

2 16 110 5 555 5
6 16 7 14 > % o 10
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12345 1111 1
543 2 1 3333 0
111 11|, |55 50 0
77000 7700 0
2 345 6 90 0 0 10

Zadanie 14. Okresl rzad macierzy w zaleznosci od parametru k
2 k 5
5 1 k
11 1

Zadanie 15. Okredl rzad macierzy w zaleznosci od parametru:

m m+1 2 2
2 3 4 4
6 7 12 12
0 0 0 k

Zadanie 16. Wykaz, ze dla macierzy kwadratowej wymiaru n x n jej rzad jest réwny n wtedy i tylko
wtedy, gdy detA # 0.

Zadanie 17. Niech rzad macierzy wymiaru n X k wynosi p i niech prawdziwe beda zaleznosci: n <
k, p < n. Postepujemy nastepujaco: po doprowadzeniu macierzy do postaci schodkowej skreslamy j
ostatnich wierszy. Jak zmieni to rzad macierzy?

Zadanie 18. Sformutuj warunek na to, aby macierz diagonalna wymiaru n x n byla rzedu p.

Zadanie 19. Wykaz, ze jedli pewna potega macierzy kwadratowej n X n nie jest rzedu n, to macierz
ta réwniez nie jest rzedu n.

Odpowiedzi:
Zad.1. a)aii, b)aiiasy —aisasi, ¢)ai1a20a33+a12a23031 +0a13021a32 — (13022031 — 412021033 — (11023032,
d)a11a22a33044+011023034042+011024032043+012021 034043 +A12023031G44+012024033041 013021 A32044+
(13022034041 + Q13024031042 + 01402133042 + 214022031043 + 014023032041 — 011022034043 — 111023032044 —
(11024033042 — 012021033044 — 012023034041 — 412024031043 — 013021 034042 — 013022031044 — 013024032041 —
(14021032043 — 014022033041 — (14023031042.
Zad.2. a)0, b) — 384, ¢)0, d)0.
Zad.3. a)280, b)0, c)0.
Zad.4. a)945, b)22.
Zad.5. Kolejno mamy 4, 8, 108, 64, 2592, 6, %.
Zad.6. a)kig = kil + kig, b)kjg = kil + 2k2, C)k‘4 = ]ﬂ + kQ.
Zad.7. Pokazemy, ze dla takiej macierzy A,x, wymiaru n X n detA,x, = a11a22 ... any. Prowadzimy
dowdéd indukcyjny ze wzgledu na n - rozmiar macierzy. Dla n = 2 ré6wnoéé¢ det A, x, = a11a99 jest oczy-
wista. Zalézmy zatem, ze twierdzenie jest prawdziwe dla pewnego n. Wykazemy, ze zachodzi takze
dla n+ 1. Wowcezas detA(,41)x (1) = (—1)" " a1 1det Ay, (rozwiniecie Laplace’a wzgledem
ostaniej kolumny/wiersza - pozostale skladniki sie zeruja). Na mocy zalozenia indukcyjnego mamy
det A1) x(n41) = An+1,n+1011G22 - - - Gppn. Na mocy zasady indukcji matematycznej twierdzenie zo-
stato wykazane dla dowolnego n € N.
Zad.8. Mozna wykazaé¢ analogicznie jak w zadaniu 7., ze detA = a11a99 . . . Gnn.-
Zad.9. Mozna wykazaé¢ analogicznie jak w zadaniu 7., ze detA = aj1a93 . .. Gnn.
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Zad.10. a)l + (—1)"*1 b)0, c)O0.
Zad.11. —1.
Zad.12. a)1,2,3, b) — 1,0,3, )5, 2=¥193 94193

Zad.13. a)3, b)3, ¢)3, d)3, e)5.

Zad.14. Dlak € Rrzad = 3;dlak € C\ {35, =394} 175d = 3, dlak € {31 =347} 1754 = 2.
Zad.15. Dla k #0im # 1rzad=4. Dlam =11k € R\ {0} rzad=3. Dla k = 01im € R\ {1} rzad=3.
Dlam =11k =0 rzad=2.

Zad.16. Wynika wprost z definicji 1 oraz 2.

Zad.17. Dla j < n — p rzad sie nie zmieni. Dla j > n — p rzad wynosi n — j.

Zad.18.ap+1,p+1 = Qp2,p4+2 = " = App = 0.

Zad.19. Wskazdéwka: wykorzystaj twierdzenie Cauchy’ego o wyznaczniku.



